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formalisme in staat is om de meest fundamentele zaken te voorspellen met een grote accuraatheid

was iets dat mij enorm fascineerde. En hoewel ook andere vakken zeer interessant waren, besloot

ik toch om mijn thesis te kiezen in deze meer fundamentele tak van de fysica. De kwantumwereld

heeft iets mysterieus en er is nog zoveel dat ontdekt moet worden op het kleinste niveau en het

is precies het mysterieuze en fundamentele dat mij zo enorm wist te bekoren.

Bovendien zou ik graag nog een aantal mensen wensen te bedanken. In de eerste plaats mijn

promotor Professor Dimitri Van Neck. Hij stond ten alle tijde paraat om mij bij te staan

en te helpen de theoretische concepten te doorgronden. Bovendien gaf hij mij ook voldoende

vrijheid om aan de thesis te werken en kwam hij geregeld langs om te vragen hoever ik stond.

Daarnaast dien ik ook mijn dank te betuigen aan mijn begeleiders Sebastian Wouters, Brecht

Verstichel en Matthias Degroote. Vele keren ging ik bij hen aankloppen en moesten zij hun werk

onderbreken. Zij stonden echter steeds met evenveel enthousiasme paraat om mij bij te staan

met al mijn vragen. Bovendien wens ik ook de andere medewerkers van de molmod te bedanken

voor het creëren van een aangename werksfeer.

Natuurlijk wil ik ook mijn ouders bedanken voor hun onvoorwaardelijke steun, het vele geduld

en de goede zorgen. Zij hebben mij de kans gegeven om verder te studeren en stimuleren en

ondersteunen mij in alles wat ik doe. Ik kan steeds bij hen terecht en ze zijn altijd in de weer

om het voor mij zo aangenaam mogelijk te maken.
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Samenvatting

Matrix Product States (MPSs) zijn specifieke golffunctie Ansatzen die gebruikt kunnen worden

om een (ééndimensionaal) veeldeeltjessysteem te karakteriseren. Door de matrixdimensie van

de MPSs te beperken kan een snel algoritme ontwikkeld worden om de energie van een dergelijk

systeem te bepalen. Bovendien kan men de verwachtingswaarde van elke andere operator (dus

niet alleen de Hamiltoniaan) uitrekenen van zodra de MPS bepaald is. We stellen een specifieke

blokvorm voor om de energie met behulp van een iteratieve procedure te berekenen. In eerste

instantie onderzoeken we ééndimensionale (1D) spinsystemen waarvan de energie berekend wordt

met behulp van het sweep algoritme (waar de matrices site per site geoptimaliseerd worden tot

er convergentie optreedt). Voor alle geteste modellen vinden we een uitstekende overeenkomst

met analytische uitdrukkingen. Vervolgens bekijken we de verstrengelingsentropie SE , die een

maat is voor de kwantumcorrelatie tussen 2 systemen. Het blijkt immers dat wanneer we een
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gegeven accuraatheid Eacc wensen te bereiken, de efficiënte truncatie van de matrixdimensie

(om die Eacc te bekomen) in verband staat met de grootte van SE . De methode wordt

daarna uitgebreid om ook fermionische systemen (zoals het 1D Hubbard model) te bestuderen.

Additionele fasefactoren worden ingevoerd om rekening te houden met de fermionische anti-

commutatierelaties. Daarnaast wordt een kostfunctie ingevoerd om expliciet het deeltjesaantal

op te leggen. Zonder kostfunctie zal het algoritme het deeltjesaantal verminderen bij sterke

repulsie om op die manier de energie te doen dalen. Tot slot wordt het algoritme uitgebreid

om ook moleculaire systemen te bestuderen. In deze thesis beperken we ons (als eerste

kennismaking) tot de H2 molecule met elektronen in een 1s-orbitaal. Het algoritme dient

opnieuw aangepast te worden om de elektron-elektron repulsie efficiënt te beschrijven. Deze

bevat immers 4 operatoren (in tweede kwantisatie) wat resulteert in een groot aantal mogelijke

contributies tot de energie. Om te vermijden dat de rekentijd enorm oploopt (als gevolg van de

vele termen) wordt een cut-off, die het aantal termen beperkt, ingebouwd.

Trefwoorden

Matrix Product States, , verstrengelingsentropie, 1D spin systemen, 1D Hubbard model, H2

molecule
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Abstract— We investigate the low energy sector of many body sys-
tems by means of a specific wavefunction Ansatz that originates from
quantum information theory: the Matrix Product States (MPSs). These
MPSs are particularly suited for the description of one-dimensional (1D)
chains and the matrixdimension can be related to the concept of entan-
glement entropy. We will describe spin (e.g. 1D Heisenberg model) as
well as fermionic (e.g. 1D Hubbard model) systems and as a last topic the
method is extended to calculate the energy-curve of an H2 molecule.

Keywords— Matrix Product States, entanglement entropy, 1D spin
chains,1D Hubbard model, H2 molecule.

I. INTRODUCTION

ONE of the most challenging tasks in many body physics
is the efficient simulation of systems in a reasonable

amount of time (and with acceptable memory usage). The
biggest problem is the exponential growth of the associated
Hilbert space which results in a very high time-to-accuracy-
ratio. Renormalization group (RG) methods might be able to
tackle this problem for a large set of Hamiltonians. The ap-
plied methods were initially developed for quantum spin sys-
tems but can be modified to describe fermionic systems as
well.

For quantum spin systems it seems that all physical accessible
states live on a tiny submanifold of the complete Hilbert space
[1]. In many body physics one is mainly interested in the low
energy region; as a result the possible set of wavefunctions
is constrained. The main idea is then to find a class of varia-
tional wavefunctions which contain all the relevant low energy
physics and it can be shown that such a parametrization exists
(by means of quantum information theory). In the Density
Matrix Renormalization Group (DMRG) method the Hilbert
space is truncated and the most significant parts of the density
matrix are kept. The VMPS method that we will describe is
a variational reformulation of DMRG [2]. Both DMRG and
VMPS are RG methods.

First the Matrix Product States (MPSs) are introduced for the
description of 1D chains. We briefly discuss the concept of the
sweep algorithm, which allows for an accurate and reasonably
fast calculation of the energy. In a second part we present the
results of some calculations on spin systems and explain why
entanglement entropy is related to the dimension of the asso-
ciated Hilbert space. Then the method is extended to describe
fermionic systems (such as the Hubbard model) as well. In
this case it is necessary to incorporate additional phase factors
and we explicitly need to impose a particle number. Finally,
we modify the algorithm to simulate a H2 molecule.

II. THEORETICAL BACKGROUND

A. Matrix Product States

In this discussion it is assumed that we work with quantum
systems on a 1D chain with length L. Each site is then de-
scribed by a d-dimensional local space {σi} , i = 1 . . . L and
the wavefunction of such a chain can be written as

|ψ〉 =
∑

σ1,...,σL

cσ1,...,σL
|σ1, . . . , σL〉 . (1)

By consecutive QR-decompositions it can be shown [2] that

cσ1,...,σL
=

∑

a1,...,aL−1

Aσ1
1,a1

Aσ2
a1,a2 . . . A

σL−1
aL−2,aL−1

AσL
aL−1,1

.

(2)
This form of the wavefunction is called a Matrix Product
State (MPS) as the coefficients are written as products of
matrices. In [2] it is also shown that the dimension of the
matrices Aσi is given by (di−1, di),∀i = 1 . . .

⌊
L
2

⌋
and by

(dL−i+1, dL−i),∀i =
(⌊
L
2

⌋
+ 1
)
. . . L. However for large L

this quite rapidly exceeds the permissible dimensions for nu-
merical simulations. Therefore an artificial truncation dimen-
sion D is introduced to limit this growth and ∀n : dn > D,
dn is truncated at a value D. As a result the dimension of the
associated Hilbert space remains limited and it turns out that
this parametrization is indeed capable of describing the low
energy sector of 1D quantum chains very efficiently.

B. Sweep algorithm

When we write 〈ψ| Ĥ |ψ〉 in terms of (1) it turns out that
the energy can be written in a specific block-form which di-
vides the chain into a left block (containing sites 1 . . . l−1), a
right block (containing sites l+1 . . . L) and one site l. Due to
the specific nature of the blocks, they can be iteratively con-
structed out of each other when we vary l. The matrices are
optimized site by site which means that we optimize the ma-
trices associated to site l while keeping the other L− 1 fixed.
Once the new set of matrices Aσl is found, one needs to con-
struct new blocks before optimizing site l+1 (right sweep) or
l − 1 (left sweep). Once the end of the chain is reached the
sweep direction is reversed and the complete cycle then looks
like (1→ L→ 1).This procedure (the sweep algorithm) con-
tinues until the energy converges and the method is commonly
called the VMPS method (Variational Matrix Product State).

III. SPIN SYSTEMS

We simulate several important spin systems and compare
the numerical data with analytical results. The effect of the



truncation dimension is also investigated. In this section we
will consider spin Hamiltonians of the form

Ĥ =
∑

i<j

Jij Ŝi ◦ Ŝj − β
L∑

i=1

Ŝzi (3)

where Ŝi is the spin operator that works on site i and β is a
measure for the magnetic field strength.

A. Isotropic Heisenberg model

We calculate the energy as a function of the chain length L
(L = 10 → 100) for the isotropic Heisenberg model (Jij =
Jδj,i+1, J ∈ R) with D = 8. The results are in excellent
agreement with the Bethe Ansatz [3] (even for small L (L =
10) despite the fact that the Bethe Ansatz holds for large L
(L → ∞)). For L = 100 an exact treatment would require
a Hilbert space of dimension D = 250 ≈ 1015 while here
D = 8 is sufficient to obtain already an accurate result.

B. J1 − J2 model and entanglement entropy

The J1 − J2 model (Jij = J1δj,i+1 + J2δj,i+2, J1,2 ∈ R)
is exactly solvable when J2 = J1/2 (the Majumdar-Ghosh
chain [4]) and the energy is then given by EMG = −3J1L/8
when L is even. We simulate this case (with D = 2) for sev-
eral L = 2n, n ∈ R and find an excellent agreement (for odd
L the results deviate fromEMG). The reason why this method
works well for modest values of D (D = 2 is sufficient for
even L) is related to the topic of entanglement entropy. En-
tanglement entropy SE describes the quantum correlation be-
tween two systems [5]. Strongly correlated systems will have
high SE values while uncorrelated systems will have SE = 0.
For J2 = J1/2 and L = 2n, n ∈ R a dimerization process
will take place in which neighboring spins will couple to a
singlet state. These pairs of spins are then decoupled from the
rest of the chain (which results in SE = 0 for blocks with an
even number of sites).

C. Convergence

One can show that log(ED − Econv) ∼= −κ log(D)2, κ ∈
R, with ED the energy for a given D and Econv the energy
at convergence [6]. The larger κ, the faster the convergence
will be. We illustrate this for the J1 − J2 model for different
ratios of J2/J1, J1 = 4 in figure (1). For J2/J1 = 1/2 the
energy converges immediately (for D = 2). This is a result of
the dimerization for even L. For other ratios the slope slightly
depends on the value of J2/J1 (κ ranges from−2.35 to−2.92
if we look at the tail of all curves with J2/J1 6= 1/2), which
means that the speed of convergence (κ) depends on the pa-
rameters of the model. However, one can see that for D = 16
the difference ED − Econv is of the order 10−5, which is al-
ready quite good, since an exact diagonalization would require
D = 1024.

IV. FERMIONIC SYSTEMS

The fermionic systems we consider in this section are all of
the form

Ĥ = −
∑

s∈(↑,↓)

∑

i<j

Tij

(
â†i,sâj,s + â†j,sâi,s

)
+U

L∑

i=1

n̂i,↑n̂i,↓.

(4)

Fig. 1. Convergence of the J1 − J2 model, L = 20, β = 0.

with n̂i,s = â†i,sâi,s the number operator and U > 0. While
spin operators on different sites satisfy commutation relations
([ Ŝi, Ŝj ] = 0), fermionic creation and annihilation operators
anti-commute. This requires an adaptation when long-range
fermion systems are considered. First we need to define a lo-
cal basis, which in our case is {|0〉 , |↑〉 , |↓〉 , |↑↓〉} (consistent
with the Pauli principle). The local matrices for an opera-
tor Ô are then constructed for each Ôi,sÔi+1,s combination
while matrices for Ôi,sÔi+j,s, j > 1 will obtain an additional
phase of (−1) when an odd number of particles is crossed
and +1 when the number of particles between i and i + j is
even. This is implemented by multiplying the matrices (for
each site between i and i+ j) associated with {|↑〉 , |↓〉} with
(−1) while the matrices for {|0〉 , |↑↓〉} are not modified (or
multiplied with (+1)). Operators which contain an even num-
ber of fermionic operators (like n̂i,s) do not require this phase
factor because each fermionic operator will give a phase (−1),
but as the number of operators itself is even, it will always re-
sult in (+1).

For large values of U > 0 the system will tend to reduce
the number of particles in order to lower the energy. How-
ever, we want to control the number of particles in the sys-
tem and impose that it equals some constant N . There-
fore a quadratic cost function is added to the Hamiltonian:
ĤN = Ĥ + λ(N̂ − N)2 with N̂ =

∑
s∈(↑,↓)

∑L
i=1 n̂i,s

and λ > 0. Because of this term the energy will increase
when the particle number deviates form the desired number
N . As a rule of thumb one must chose λ at least equal to
10max(|T | , |U |), to make sure that the increase in energy is
large enough (which in turn will result in the desired N as for
this specific value the positive contribution of λ(N̂−N)2 will
vanish).

We test our fermionic algorithm with the 1D Hubbard model
(Tij = Tδj,i+1, T ∈ R) for which an analytical result is
known in the limit L → ∞ and N = L [7]. We take
U = 0 since for this value exact results can be obtained
by diagonalization of an (L × L) matrix. The results are
listed in table (I). The VMPS result for D = 64 is in good
agreement with the exact results and we see that the solu-
tion tends to the analytical limit if we increase L. The 1D
t1 − t2 model (Tij = T1δj,i+1 + T2δj,i+2, T1,2 ∈ R) is
also tested and we find the transition to a ferromagnetic state
for some critical Uc ≈ 7 for a chain of length L = 4 and
N = 2, T1 = 1, T2 = −0.2 (D = 16, λ = 100). This is in
good agreement with the literature [8].



L Eexact/L(*) EVMPS/L
6 -1.16465306914 -1.16465306914

10 -1.20533483667 -1.20533346501
20 -1.23814899997 -1.23812247319
30 -1.24957737436 -1.24950078441
40 -1.25538985558 -1.25525451485

→∞ -1.27323764229 —

TABLE I
E
L

AS A FUNCTION OF L FOR U = 0, λ = 0 (D = 64, ~ = 1).
(*) EXACT VALUES WERE OBTAINED FROM S. WOUTERS.

V. H2 MOLECULE

The ultimate goal is to combine the speed and accuracy of
the VMPS method to describe molecular systems. We will
elaborate on this task by considering an H2 molecule with
the electrons in a 1s−orbital. However, the fermionic algo-
rithm is not directly applicable because the two-body operator
V̂ , which describes the electron-electron repulsion, consists
of four operators [9]. Therefore we rewrite the interaction in
terms of operators that act on one, two, three and four sites
respectively (V 1,2,3,4). For H2 we only need V 1 and V 2. Be-
sides that, the coupling constants (Tij in Hubbard) are two-
center spatial integrals (ij| V̂ |kl) (depending on 4 indices)
[9]. Remarks concerning the phase factors and the quadratic
cost function still need to be taken into account. We test our
algorithm in the STO-6G basis and calculate the energy (and
dissociation energy) of a H2 molecule (Fig. 2) for which we

find an equilibrium distance of 0.73503102
◦
A and a minimal

energy of Emin = −1.145977 Hartree which is consistent
with FCI calculations. Better basis sets will allow for a more
efficient calculation (in order to reproduce experimental re-
sults).

Fig. 2. Energy curves for H2 molecule, D = 4, λ = 7.

VI. CONCLUSIONS

We can describe 1D many body systems with the help of
Matrix Product States (MPSs), which allow for an efficient
parametrization of the many particle wavefunction and de-
scribe the low energy sector of Hilbert space very well (al-
though excited states can be considered too). Since the en-
ergy can be calculated iteratively and the matrix dimension
can be truncated (related to the behaviour of the entanglement
entropy), we end up with a sufficiently good time-to-accuracy-
ratio. The method was applied to spin systems as well as
fermionic systems and results were in (very) good agreement
with analytical expressions. Finally we extended the algo-
rithm to calculate the energy of anH2 molecule. Results were
in excellent agreement with FCI calculations.
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The laws of nature are constructed in such a way as to make the universe as interesting as possible.

Freeman Dyson
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Hoofdstuk 1

Renormalisatie

1.1 Inleiding

Deze thesis heeft als doel ééndimensionale veeldeeltjessystemen accuraat te beschrijven met

behulp van variationele renormalisatiegroep methodes. Het is tot op de dag van vandaag nog

steeds een grote uitdaging om veeldeeltjessystemen accuraat te simuleren omdat de geassocieerde

Hilbertruimte exponentieel groeit met het deeltjesaantal. Reeds vele methodes zijn ontwikkeld

om veeldeeltjessystemen goed te beschrijven. Hartree-Fock maakt gebruik van een gemiddeld

veld benadering en is dus niet in staat om de correlatie (als gevolg van de Coulomb-repulsie)

accuraat te behandelen. Density Functional Theory (DFT) probeert dit enigszins te verbeteren,

al moet men daarbij vaak gebruik maken van (semi)-empirische functionalen die gefit zijn aan

moleculaire sets of geconstrueerd zijn vanuit theoretische limieten waaraan de functionaal moet

voldoen ([1]). Coupled-cluster theory behandelt de dynamische correlaties via een exponentiële

Ansatz die de exacte niet-relativistische golffunctie schrijft als exp(T̂ ) |φ0〉met T̂ een welbepaalde

operator ([2]). De onbekende operator T̂ kan dan orde per orde bepaald worden door substitutie

van de Ansatz in de Schrödingervergelijking. Vermits je natuurlijk nooit oneindig veel ordes

(als gevolg van de exponentiële functie) kan bepalen, is deze methode ook een benadering van

het exacte resultaat. De Full Configuration Interaction (FCI) methode genereert een exacte

oplossing voor het probleem (in een gegeven basisset). De enige fout is dus afkomstig van het

feit dat de basisset niet compleet is (de fout is afhankelijk van de keuze van het eindige basisset)

([3]). Zulke berekeningen zijn enkel mogelijk voor voldoend kleine systemen, omdat de rekentijd

anders enorm oploopt. Daarnaast is er ook nog de klasse van variationele renormalisatiegroep

(RG) methodes waaronder de NRG-methode van Wilson of de de DMRG-methode1. Beide

zullen we verderop kort bespreken. Ook de VMPS methode, die we in deze thesis zullen

bestuderen, behoort tot de klasse van RG methodes. De VMPS methode is een mathematische

herformulering van DMRG tot een variationele Ansatz ([4]). Deze methode maakt gebruik van

Matrix Product States (die we grondig zullen bespreken in hoofdstuk 2), die het eenvoudigste

geval vormen van een meer algemene klasse zogenaamde Tensor Network States (TNS). Voor de

beschrijving van tweedimensionale systemen wordt bijvoorbeeld gebruik gemaakt van Projected

Entangled Pair States (PEPS) ([5]). In wat volgt zullen we iets dieper ingaan op het concept van

1Uiteraard zijn er nog andere methodes die we hier niet vermelden. Deze inleiding heeft enkel tot doel een

aantal van de bestaande technieken op te sommen.

1



renormalisatie en we overlopen tot slot wat we in de volgende hoofdstukken zullen behandelen.

1.2 Renormalisatie

Om deze thesis in een breder kader te plaatsen en te motiveren waarom de verderop besproken

methodes gerechtvaardigd zijn, zullen we in de volgende sectie het concept van renormalisatie

toelichten. Renormalisatie kent een rijke geschiedenis en reeds vele domeinen binnen de fysica

konden profiteren van de renormalisatiegroep theorie. Dat deze theorie van groot belang is,

mag blijken uit de Nobelprijs in de fysica uitgereikt in 1982 aan Kenneth G. Wilson voor

de studie van kritische fenomenen in verband met fasetransities. In zijn Nobel Lecture geeft

Wilson een motivatie voor het gebruik van de renormalisatiegroep ([6]) en we zullen dan ook de

probleemstelling overnemen uit deze lezing.

Vele macroscopische fenomenen in de fysica hebben een microscopische achtergrond. In de

simpelste gevallen kunnen de microscopische fluctuaties uitgemiddeld worden als men het

systeem op een grotere afstandsschaal bekijkt. De uitgemiddelde grootheden voldoen dan aan

klassieke continuümvergelijkingen; de hydrodynamica is hier een mooi voorbeeld van. Er is

echter ook een klasse problemen waarbij fluctuaties bij grotere lengteschalen ook belangrijk zijn.

Turbulentie, magnetische onzuiverheden in niet-magnetische metalen (het Kondo-probleem) en

kritische fenomenen vormen slechts een greep uit deze klasse. Een kritisch punt is een speciaal

geval van een fasetransitie. Als men bijvoorbeeld water bekijkt, dan verdwijnt het onderscheid

tussen water en stoom bij het kritisch punt en het kookfenomeen verdwijnt. Bij dit kritisch punt

krijgt men een mix van stoombellen en waterdruppels bij elke afstandsschaal. In het Kondo-

effect zullen elektronen van alle golflengtes (van atomaire tot veel grotere golflengtes) die zich in

de conductieband van een metaal bevinden, interageren met het magnetisch moment van elke

onzuiverheid in het metaal. De grote moeilijkheid bij dergelijke problemen ligt in het grote

aantal gekoppelde vrijheidsgraden. Om problemen met veel lengteschalen aan te pakken kan de

renormalisatiegroep gebruikt worden. De benadering bestaat erin de fluctuaties uit te integreren

startende met fluctuaties op de kleinste afstandsschaal. Een kleine afstandsschaal komt overeen

met hoge energieën (momenta) volgens Heisenberg (∆x∆p ≥ ~). Het falen van een theorie bij

hogere energieën wordt dan toegeschreven aan het feit dat we een dergelijke (meer fundamentele)

theorie nog niet kennen. Men kan dit probleem echter oplossen door gerenormaliseerde

grootheden in te voeren. Wilson beschouwt in zijn lezing ([6]) de renormalisatiegroep als middel

om de Landau-theorie, die het gedrag van een ferromagneet beschrijft, te verbeteren. Voor meer

info omtrent de precieze uitwerking verwijzen we de gëınteresseerde lezer naar ([6]).

1.2.1 Renormalisatiegroep theorie

In ([7]) geeft Fisher een uiteenzetting van de historische ontwikkeling van de renormalisatiegroep

(RG) theorie. We pogen dit beeld hier enigszins te reproduceren zonder echter in te gaan op de

details. We zullen aan de hand van een specifiek voorbeeld aantonen hoe de renormalisatiegroep

methode tussenbeide kan komen om een beter beeld te vormen van de fysische processen.

Beschouw daartoe het concept van Kadanoff, zoals beschreven in Fisher ([7]). We starten van

een spin S = 1
2 Ising model; dit is de klassieke (niet-kwantummechanische) beschrijving van een
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rooster met op elke site i een spin Si, interagerend via de Hamiltoniaan

HIsing = −J
∑

i

Si · Si+1. (1.1)

De roosterconstante is a en J > 0 (neem bijvoorbeeld een tweedimensionaal (2D) rooster; het

aantal ruimtelijke dimensies noteren we met d = 2). Bij lage temperaturen zullen de spins dus bij

voorkeur opgelijnd zijn met elkaar terwijl de ordening arbitrair wordt bij hogere temperaturen.

De spontane magnetisatie bij lage temperaturen verdwijnt bij de kritische temperatuur Tc.

Veronderstel dat we het 2D-rooster nu opdelen in (L × L)-blokken met L = ba en b > 1.

We associëren aan elk blok een spin SL (elk blok bevat bd spins) en herschalen de ruimtelijke

dimensie x als

x→ x’ =
x

b
. (1.2)

Als men een dergelijke herschaling uitvoert en nu het systeem van blokspins SL beschouwt moet

er ook nog een verband gevonden worden tussen de koppelconstante J van het originele systeem

en de gerenormaliseerde koppelconstante J ′ van het nieuwe herschaalde systeem. Bovendien

moet er ook een verband bestaan tussen het oorspronkelijke magnetisch veld H en het geschaalde

veld H ′. Om dit te verwezenlijken veronderstelde Kadanoff dat b voldoende groot is maar echter

kleiner dan ξ
a , waarbij ξ(T ) de correlatielengte is. Deze correlatielengte geeft aan over welke

range de spins elkaar bëınvloeden en divergeert bij de kritische temperatuur Tc. Als gevolg

daarvan kan b asymptotisch (dus bij Tc) arbitrair gekozen worden en stelde Kadanoff voor dat

de koppeling van een magnetisch veld H aan een blok van spins equivalent is met de koppeling

aan de gemiddelde spin van dat blok. We noteren de spin-renormalisatiefactor als ζ(b). Als

men voor de koppelingsconstante (of analoog temperatuur T ) ook een renormalisatiefactor θ(b)

invoert dan vinden we als gerenormaliseerde grootheden

T ′ = θ(b)T H ′ = ζ(b)H. (1.3)

Uit de behandeling van Kadanoff volgde

θ(b) = bλ ζ(b) = b−ω (1.4)

waarbij λ en ω het kritische punt karakteriseren. Het grote probleem in de theorie bestond

uit de verklaring van deze exponentiële wetten (1.4) en in het bijzonder de verklaring van

slechts 1 koppelconstante J ′ tussen de blokspins. Deze blokken bevatten oorspronkelijk sterk

interagerende spins, terwijl we nu naar een uitgemiddeld gedrag kijken. Onder Tc is het gebruik

van één J ′ toegestaan omdat de spins dan toch nagenoeg allemaal up of down staan, maar

boven Tc zullen de spins op vele schalen fluctueren en de beschrijving met slechts één J ′ lijkt in

dat geval niet voldoende. Het was Wilson die dit probleem oploste door zijn concepten van de

renormalisatiegroep toe te passen.

In de theorie van Kadanoff wordt er verondersteld dat na herschaling (of renormalisatie) de

gerenormaliseerde Hamiltoniaan dezelfde vorm heeft als de oorspronkelijke met als enige verschil

dat er nu gerenormaliseerde parameters (zoals T ′ en H ′) in optreden. Om in te zien hoe de

renormalisatiegroep ontstaat starten we van de partitiefunctie van Gibbs

ZN (H̄) = TrsN
{

exp H̄(s)
}

(1.5)
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waarbij het spoor staat voor een sommatie of integratie over alle mogelijke N spins in het systeem

(gekarakteriseerd door H̄(s)). Het uitrekenen van deze partitiefunctie is extreem ingewikkeld.

We zullen daarom een alternatieve strategie ontwikkelen.

Stel dat we het systeem verdelen in 2 groepen. De eerste groep bevat N ′ spins (S1) die

we onaangeroerd laten en de tweede groep bevat de overige N − N ′ spins (S2) waarover

gesommeerd of gëıntegreerd wordt (deze verdwijnen dus uit het probleem). Dit partieel spoor

levert uiteindelijk een effectieve Hamiltoniaan (Heff (S1)) op die enkel nog afhangt van de eerste

groep spins en gedefinieerd is als

expHeff (S1) = TrS2
N−N ′

{
exp H̄(s)

}
. (1.6)

Passen we opnieuw een spatiale herschaling (1.2) toe dan bekomen we uiteindelijk H ′(s′) ≡
Heff (S1). De renormalisatietransformatie wordt dan

H ′(s′) = Rb
{
H̄(s)

}
(1.7)

waarbij de RG-operator Rb werd ingevoerd. Merk op dat als we nu het spoor nemen over

de gerenormaliseerde spins we de gewenste partitiefunctie (1.5) terugvinden. Er is hierbij dus

geen informatie verloren gegaan. Als men echter grondigere berekeningen uitvoert, dan vindt

men dat Heff niet dezelfde vorm heeft als de oorspronkelijke H̄(s), in tegenstelling tot de

veronderstelling van Kadanoff. In het geval van het Ising model vindt men dat de effectieve

Hamiltoniaan ook tweede-orde en hogere-orde interacties bevat tussen de spins. Vandaar dat de

renormalisatiegroep een verbetering vormde op de bestaande theorie van Kadanoff. Bij een RG-

transformatie zal men proberen eerst de microscopische variabelen die er het minst toe doen te

elimineren. Een variant op deze ruimte-RG groep is momentum-RG waar men de hoge momenta

(korte afstandsschaal volgens Heisenberg) uitintegreert.

De renormalisatiegroep heeft sinds zijn ontwikkeling de weg gevonden in vele takken van de

fysica. Naast toepassingen in de condensed matter fysica wordt de RG-groep veel gebruikt in

kwantumveldentheorieën zoals QED en QCD. In QED wordt het uitintegreren van hoge momenta

gebruikt om de renormalisatie van de elektronlading uit te rekenen. Dit geeft aanleiding tot

de zogenaamde running coupling constant waarbij de koppelconstante (≈ elektronlading) een

functie wordt van de momentumschaal waarop men kijkt. In QCD wordt de renormalisatiegroep

gekoppeld aan de beta-functie en krijgen we ook een running coupling constant.

De beschrijving door Wilson van de renormalisatiegroep en het verband met de Kadanoff theorie

wordt uitvoeriger beschreven in ([8]). Meer info omtrent de RG-methode en toepassingen

ervan in kwantumveldentheorie en andere takken van de fysica kan men vinden in ([9]) en een

meer algemene review van het renormalisatieconcept wordt gegeven in ([10]). Deze referenties

zijn enkel opgenomen voor lezers die zich wat meer wensen te verdiepen in het concept van

renormalisatie. Ze vormen echter geen noodzakelijke literatuur voor de opbouw van de theorie

die verderop wordt beschreven.
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1.3 Renormalisatie en spinsystemen

Het doel van deze thesis is het bestuderen van een methode die in staat is om sterk gecorreleerde

kwantumsystemen op een 1D-rooster te beschrijven. De methodes die we zullen bestuderen staan

goed beschreven in ([5]) en ([4]). Wij zullen proberen om een zo handig mogelijke implementatie

te vinden (om bijvoorbeeld chemische systemen te kunnen simuleren). Voorbeelden van sterk

gecorreleerde kwantumsystemen zijn spinsystemen die een fysisch model kunnen zijn van

bijvoorbeeld een ferromagneet. Daarnaast zullen we ook fermionische systemen beschrijven zoals

het bekende Hubbard model. Ons eerste uitgangspunt is echter een algemeen spinsysteem op een

rooster met L sites. Hierbij wordt aan elke site een spin geassocieerd en bij een veralgemening

tot fermionen kan men aantonen dat een fermionsysteem in dezelfde functionele vorm geschreven

kan worden als een algemene spin Hamiltoniaan. In deze sectie wensen we echter kort in te gaan

op het verband tussen renormalisatie en de spin/fermion-systemen die we zullen beschrijven.

1.3.1 De NRG-methode van Wilson

In ([5]) worden een aantal algemene eigenschappen van veeldeeltjes-(spin)-systemen opgesomd,

die we hieronder kort zullen vermelden. Eerst en vooral dient men op te merken dat de

Hilbertruimte van een dergelijk veeldeeltjessysteem exponentieel groeit met het aantal spins.

Daarnaast lijken interacties altijd lokaal te zijn, ze werken dus enkel tussen een beperkt aantal

naburen. Het komt er dus op neer dat alle fysische toestanden in een kleine submanifold

van de Hilbertruimte leven. Een voorbeeld in ([5]) maakt duidelijk dat bijna alle punten

in de Hilbertruimte van een veeldeeltjessysteem niet fysisch zijn omdat ze gewoonweg niet

toegankelijk zijn. Alle fysische toestanden (die kunnen gecreëerd worden) leven dus op een

kleine submanifold. De vraag die zich dan onmiddellijk stelt is of er een efficiënte parametrisatie

van zo’n manifold bestaat. Bovendien is men in de veeldeeltjesfysica hoofdzakelijk gëınteresseerd

in de laag-energetische sector van een lokale Hamiltoniaan, wat extra beperkingen oplegt aan de

toegelaten golffuncties. Via kwantuminformatietheorie kan men aantonen dat er inderdaad zo’n

efficiënte parametrisatie van een manifold van toestanden bestaat. Het hoofdidee bestaat erin

een klasse van variationele golffuncties te vinden die de laag-energetische fysica van een lokaal

spinsysteem in zich vervat heeft. Dit gaf oorspronkelijk aanleiding tot de numerieke RG-methode

(NRG) van Wilson ([5]). De NRG-methode is een recursieve methode voor het vinden van het

laag-energetisch spectrum van een klasse Hamiltonianen die zeer accurate resultaten oplevert

als er een duidelijke separatie is tussen de energieën (wat bijvoorbeeld tot uiting komt in een

exponentieel verval van de koppelingen). De Hamiltoniaan wordt dan recursief gediagonaliseerd

van hoge naar lage energieën. Bij elke iteratie wordt er een tensorproduct gemaakt van de

hogere energiemodes met de lagere en vervolgens wordt dit geprojecteerd op een subruimte van

lage-energie modes van het gecombineerde systeem. Daarna wordt de Hamiltoniaan herschaald.

In deze discussie vinden we een analogie met de aanpak van Wilson voor het Kadanoff-probleem

in de vorige sectie.

1.3.2 DMRG

In deze sectie geven we iets meer toelichting bij de density-matrix-renormalization-group

methode of DMRG methode (deze discussie ontlenen we aan ([4])). Dit zal ons toelaten om
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een gefundeerd argument te ontwikkelen dat de truncatie van de Hilbertruimte rechtvaardigt.

Deze truncatie zullen we verderop toepassen in de VMPS-methode. Meer informatie over DMRG

is ook te vinden in het review artikel van Schollwöck ([11]). Een belangrijk concept hierbij is

de zogenaamde verstrengelingsentropie die afkomstig is uit de kwantuminformatietheorie en een

maat is voor de kwantumcorrelatie tussen twee systemen. Er blijkt namelijk een verband te

bestaan tussen deze entropie en de efficiënte truncatie van de Hilbertruimte (daarover later

meer).

Verder wordt er een onderscheid gemaakt tussen infinite-system DMRG en finite-system DMRG.

We zullen in de volgende discussie steeds uitgaan van een 1D-ketting met L sites waarbij op

elke site een deeltje met een bepaalde spin aanwezig is. Bij definitie stellen we dat de methode

convergeert indien

|En+1 − En| < Eacc (1.8)

waarbij En de energie is in de n-de iteratiestap en Eacc een vooraf ingestelde accuraatheid.

Infinite-system DMRG

In infinite-system DMRG introduceert men een linkerblok A en een rechterblok B die in de

eerste stap elk één site bevatten. In een volgende stap voegt men twee sites •• toe tussen A

en B zodat we een langer systeem bekomen. Daarna worden deze twee sites geabsorbeerd in

A en B en voegt men opnieuw twee sites toe. Op die manier groeit het aantal sites binnen

een blok. De ketting heeft dan altijd de volgende structuur: A • •B. Stel dat elke site een

fysische dimensie d heeft (met bijvoorbeeld d = 2 voor een spin-1
2) dan groeit de dimensie van

de Hilbertruimte exponentieel met de blokgrootte. Daarom voeren we een truncatie D in en

stellen dat de dimensie nooit groter mag worden dan deze D. Stel dat het A-blok reeds de

dimensie D heeft bereikt dan zal in een volgende stap de basisdimensie groeien tot dD. We

wensen dit nu terug te reduceren tot D basistoestanden. Daartoe beschouwt men in ([4]) de

gereduceerde dichtheidsmatrix van A•

ρ̂A• = Tr•B |ψ〉 〈ψ| (1.9)

waabij |ψ〉 de huidige benadering van de grondtoestand is. De eigentoestanden van ρ̂A•
worden dan bepaald door diagonalisatie en men behoudt de D eigentoestanden met de grootste

eigenwaarde als nieuwe basisvectoren voor het blok A•. Deze vaststelling volgt door op te leggen

dat

‖|ψ〉 − |ψ〉trunc‖ (1.10)

minimaal moet zijn. Hierbij is |ψ〉trunc de projectie van |ψ〉 op de getrunceerde basis met dimensie

D. Het succes van de DMRG steunt op het feit dat zelfs voor vrij kleine D de niet-beschouwde

eigentoestanden toch geen grote gewichtsfactor hebben met als gevolg dat de truncatiefout klein

blijft.

Finite-system DMRG

In finite-system DMRG start men van de eindtoestand A • •B van de infinite-system DMRG en

gaat men bijvoorbeeld blok B laten groeien (door een site in blok B op te slorpen) terwijl blok
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A kleiner wordt (met als gevolg dat een site die eerst in A zat nu één van de twee sites tussen

blok A en B is). Eens dit gebeurd is, gaat men volledig analoog tewerk als in infinite-system

DMRG: berekenen van de grondtoestand van het superblok A • •B en vervolgens de D meest

relevante eigentoestanden bepalen voor het nieuwe B blok. Dit gaat verder tot blok A nog maar

één site bevat en vervolgens wordt de richting omgedraaid: nu laat men A groeien terwijl B

kleiner wordt. Dit sweepen door het systeem gaat verder tot de energie convergeert binnen een

vooraf opgelegde drempel.

In beide gevallen wordt dus naar de grondtoestand van een systeem gezocht, maar in het geval

van infinite-system DMRG start men daarbij van de thermodynamische limiet (L→∞) terwijl

in het andere geval een eindige lengte L gekozen wordt. In vele gevallen is het echter aangewezen

om eerst een infinite-system DMRG uit te voeren gevolgd door een finite-system DMRG (waarbij

als startpunt dan de resultaten van de infinite DMRG gebruikt worden).

1.3.3 Matrix Product States en de truncatiedimensie

In het volgende hoofdstuk zullen we in detail de zogenaamde Matrix Product States (MPSs)

bespreken. We zullen aantonen dat een ééndimensionaal veeldeeltjessysteem gekarakteriseerd

kan worden door een product van matrices (die na vermenigvuldiging scalairen opleveren die

we gebruiken als expansiecoëfficiënten van de golffunctie). Maar ook hier zal het probleem van

de exponentiële groei van de Hilbertruimte optreden. Om dit te vermijden gaat men in de

NRG-methode de Hamiltoniaan projecteren op een nieuwe D-dimensionale eigenruimte corre-

sponderend met de meest relevante eigenwaarden ([5]). De methode die we zullen bestuderen

in het volgende hoofdstuk steunt ook op het trunceren van de matrixdimensie. Vandaar dat

we op een bepaald moment in de afleiding zullen stellen dat de maximale matrixdimensie

(D × D) is. In de DMRG methode, die we hiervoor besproken hebben, wordt immers

aangetoond dat de eigenwaarden die men moet behouden de meest significante eigenwaarden

van een blokdichtheidsmatrix zijn (([4]) en ([12])). Dit geeft ons een rechtvaardiging voor het

trunceren van de matrixdimensie aangezien de methode die wij zullen gebruiken een variationele

herformulering van DMRG is, die mathematisch compleet equivalent is, maar waarbij er

algoritmisch verschillen zijn ten opzichte van DMRG ([4]).

1.4 Een vooruitblik

In hoofdstuk 2 zullen we naast een grondige bespreking van de MPSs ook het concept van

verstrengelingsentropie invoeren. De accuraatheid van het resultaat hangt samen met de

truncatiedimensie D en de grootte van de verstrengelingsentropie laat toe om een bovengrens

voor D te bepalen (voor een gegeven accuraatheid). We besluiten het hoofdstuk door de

convergentie van de methode uit te testen voor een aantal spinsystemen.

In hoofdstuk 3 testen we de gëımplementeerde code uit voor een aantal spinsystemen. We

vergelijken de resultaten met analytische resultaten om zo de accuraatheid van het programma

te testen. Als toepassing bestuderen we het effect van magnetische velden op de magnetisatie

van grote spinroosters. Voor een aantal systemen zullen we ook de verstrengelingsentropie
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bestuderen.

In hoofdstuk 4 maken we de overgang naar fermionsystemen. Het algoritme is dan niet

meer rechtstreeks toepasbaar omdat de beschouwde spin-operatoren op verschillende sites met

elkaar commuteren terwijl fermion-operatoren (of dus creatie- en annihilatie-operatoren) anti-

commuteren. Als gevolg daarvan moeten we extra fasefactoren invoeren en we zullen bespreken

welke aanpassingen nodig zijn om het algoritme ook in dat geval efficiënt te laten werken.

Bovendien moeten we bij de simulatie van fermionsystemen ook een deeltjesaantal opleggen. Als

we dit niet expliciet doen, dan kan het algoritme het deeltjesaantal zelf kiezen (om bijvoorbeeld

de energie te doen dalen als er repulsieve interacties aanwezig zijn). Het opleggen van een

gewenst deeltjesaantal gebeurt via een kwadratische kostfunctie die de energie doet stijgen als

het deeltjesaantal afwijkt van de gewenste waarde.

In Hoofdstuk 5 maken we de overstap naar moleculaire systemen. Als testmodel beschouwen

we de H2 molecule waarbij elke site een waterstofatoom met een 1s-orbitaal bevat. Als gevolg

van de tweedeeltjesinteractie moeten we echter 2 grote aanpassingen doorvoeren. Enerzijds

zijn er correlaties mogelijk tussen 4 verschillende sites (terwijl we in de overige hoofdstukken

steeds werken met correlaties tussen 2 sites) wat tot gevolg heeft dat we de interactie moeten

herschrijven tot een transparante vorm die we kunnen implementeren. Aanderzijds zijn er een

groot aantal mogelijke correlaties zodat we een drempel moeten inbouwen om ervoor te zorgen

dat de rekentijd niet enorm oploopt. De methode wordt uitgetest door de resultaten voor een

H2 molecule te vergelijken met FCI-berekeningen.

De resultaten en bevindingen worden samengevat in hoofdstuk 6. Tot slot geven we aan dat

het doel van deze thesis uit 3 delen bestaat. Een eerste luik bestaat erin vat te krijgen op de

theorie van de MPSs en vervolgens een accuraat algoritme te implementeren om spinsystemen te

beschrijven. Een tweede luik poogt het bestaande algoritme uit te breiden tot fermionsystemen.

In een derde fase stellen we ons tot doel de ontwikkelde methodes te gebruiken om uiteindelijk

de energie van een H2 molecule te berekenen.
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Hoofdstuk 2

De VMPS methode

2.1 Inleiding en doel

De theoretische opbouw van de VMPS methode steunt in grote mate op de behandeling in ([4]).

We zullen de opbouw van de Matrix Product States overnemen uit dit artikel, maar voor de

concrete uitwerking van de energie gaan we op een andere manier te werk. De manier die we

hieronder illustreren is meer intüıtief en de structuur van de verschillende energiebijdragen komt

duidelijker naar voor. Om het concept van de Matrix Product States in te voeren vertrekken we

steeds van een ééndimensionale (1D) spinketting met lengte L. Spinroosters worden reeds lang

bestudeerd en analytische oplossingen zijn vaak niet voorhanden wegens de grote complexiteit.

Het ontwikkelen van een efficiënte methode om dergelijke systemen te beschrijven is dan ook van

enorm belang omdat spinsystemen een bijzondere rol spelen in de magnetische eigenschappen

van materialen; ook in de verklaring van het gedrag van supergeleiders is spin belangrijk. Hoewel

we starten vanuit het standpunt van spinsystemen, zal later blijken dat dit geen beperking vormt

om ook fermionische systemen te beschrijven (mits enkele aanpassingen uiteraard). Van zodra

we een efficiënt algoritme voor fermionische roosters hebben, kunnen we de overgang maken

naar moleculaire ketens (waarbij we ons beperken tot de H2 molecule; dit vormt tevens het

uiteindelijke doel van deze thesis). Daartoe plaatsen we orbitalen op het rooster en pogen daarbij

de Coulomb-interacties accuraat te beschrijven. De variationele Ansatz die we in dit hoofdstuk

zullen invoeren is in staat om zeer accurate voorspellingen te geven voor spinsystemen (zonder

de rekentijd exponentieel te laten oplopen). We zullen dan ook proberen deze efficiëntie verder

te trekken naar moleculaire systemen, al zal verderop blijken dat ook hier problemen zullen

optreden.

2.2 Matrix Product State of MPS

De theoretische afleidingen in deze sectie zijn in grote mate overgenomen uit ([4]). Meer in het

bijzonder zijn de definities en afleidingen uit secties 2.2.1 en 2.2.2 overgenomen uit ([4]). Ook het

concept van de linker-en rechterblokken (zoals ingevoerd in sectie 2.3.1) en de diagrammatische

voorstelling (sectie 2.3.2) is te vinden in ([4]). De manier waarop de verwachtingswaarde van

de Hamiltoniaan wordt uitgerekend via de X/Y -blokstructuur (sectie 2.4) is echter nieuw. In

sectie 2.5 maken we gebruik van een variationele procedure die ook in ([4]) beschreven wordt,
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maar de expliciete uitdrukkingen zijn wel afhankelijk van de X/Y -blokken.

2.2.1 Overgang naar MPS

Om de gedachten te vestigen gaan we uit van een rooster met L sites waarbij elke site i = 1 . . . L

beschreven wordt door een d-dimensionale ruimte {σi}. Stel bijvoorbeeld dat elke site beschreven

wordt door een spin-1
2 , dan is d = 2 overeenkomstig de 2 spinprojecties ±~

2 . De meest algemene

vorm van de golffunctie op dit rooster is dan ([4])

|ψ〉 =
∑

σ1,...,σL

cσ1,...,σL |σ1, . . . , σL〉 . (2.1)

We vormen de cσ1,...,σL coëfficiënt met dL componenten nu om tot een (d × dL−1) matrix

Ψσ1,(σ2...,σL) volgens het voorschrift

Ψσ1,(σ2...,σL) = cσ1,...,σL . (2.2)

Op deze matrix zullen we een QR-decompositie toepassen. De lineare algebra leert ons dat

een willekeurige (m × n) matrix M ontbonden kan worden in een (m ×m) unitaire matrix Q

(Q†Q = I = QQ† met I de eenheidsmatrix) en een (m × n) bovendriehoeksmatrix R. Passen

we dit nu toe op Ψσ1,(σ2...,σL), dan vinden we

Ψσ1,(σ2...,σL) =

r1∑

a1=1

Qσ1,a1Ra1,(σ2...,σL). (2.3)

Hierbij is r1 het aantal niet-nul rijen in de bovendriehoeksmatrix R. We zullen Qσ1,a1 nu

omvormen tot een rij van d (1×r1) vectoren Aσ1a1 en herschrijven Ra1,(σ2...,σL) op dezelfde manier

als we voor Ψσ1,(σ2...,σL) gedaan hebben. We voeren dus opnieuw een transformatie

Ra1,(σ2...,σL) → Ψ(a1σ2),(σ3...,σL) (2.4)

uit en passen op de resulterende (r1d× dL−2) matrix een QR-decompositie toe. We vinden dan

cσ1,...,σL =

r1∑

a1=1

r2∑

a2=1

Aσ1a1Q(a1σ2),a2Ra2,(σ3...,σL) (2.5)

waarbij dezelfde notaties gehanteerd worden als bij de eerste transformatie. Hierbij wordt

Q(a1σ2),a2 omgezet naar een set van d (r1 × r2) matrices. Zetten we dit proces door tot we

het einde van de ketting bereiken, dan kan men makkelijk aantonen dat de cσ1,...,σL coëfficiënt

uiteindelijk equivalent is met ([4])

cσ1,...,σL =
∑

a1,...,aL−1

Aσ11,a1
Aσ2a1,a2 . . . A

σL−1
aL−2,aL−1A

σL
aL−1,1

.

= Aσ1Aσ2 . . . AσL−1AσL .

De totale golffunctie kan dus ook geschreven worden als

|ψ〉 =
∑

σ1,...,σL

Aσ1Aσ2 . . . AσL−1AσL |σ1, . . . , σL〉 . (2.6)
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Op dit moment zijn we in staat om het concept MPS of Matrix Product State in te voeren. In het

vorige hebben we immers aangetoond dat de totale golffunctie van ons 1D veeldeeltjessysteem

(waarvan de Hilbertruimte dimensie dL heeft) geschreven kan worden in termen van producten

van matrices Aσi die geassocieerd zijn aan 1 specifieke site i. Vandaar dat we zeggen dat de

golffunctie als een MPS kan voorgesteld worden. Dit zal achteraf heel voordelig blijken qua

implementatie: de golffunctie kan geoptimaliseerd worden door de matrices Aσi site per site

aan te passen. Merk op dat een MPS dus een Ansatz is (net als een Slaterdeterminant) die we

zo optimaal mogelijk moeten maken om een accurate beschrijving van het systeem te bekomen.

Enkel bij een voldoend grote truncatiedimensie zal een dergelijke Ansatz ook het exacte resultaat

opleveren (zie hieronder). De MPS kan dus een exacte golffunctie voorstellen, maar zal in het

algemeen een benadering zijn (omdat we de truncatiedimensie uiteraard niet onbeperkt kunnen

laten toenemen).

De truncatie dimensie D

In de vorige discussie hebben we zeer algemeen gewerkt met ri. De maximale rang is steeds

ri = di voor alle i ≤
⌊
L
2

⌋
(de floor-functie dient enkel om problemen te vermijden bij oneven

L). Bij de reductie tot een MPS-vorm wordt de dimensie van de matrix geassocieerd aan

Ψ(ai−1σi),(σi+1...,σL) gegeven door (di × dL−i). De matrices nemen dus steeds toe in dimensie tot

op het punt waar i = L − i of dus i =
⌊
L
2

⌋
. De sequentie van matrices die we op die manier

genereren is dus

(1× d)(d× d2) . . . (dbL2 c−1, dbL2 c)(dbL2 c, dbL2 c−1) . . . (d2 × d)(d× 1). (2.7)

Deze schrijfwijze toont meteen het grootste knelpunt van de methode. Als we de matrixdimensies

laten toenemen tot
⌊
L
2

⌋
dan is dit equivalent met de exponentiële groei van de Hilbertruimte.

Het moge duidelijk zijn dat dit computationeel niet haalbaar is (behalve voor voldoend kleine

systemen, dus kleine L). Daarom zullen we zelf de matrixdimensie trunceren op een bepaalde

waarde D. Het komt er op neer dat voor elke n waarvoor geldt dat dn > D we dn vervangen

door D of dus

∀n : dn > D ⇒ dn → D (2.8)

waardoor de matrixsequentie uiteindelijk

(1× d)(d× d2) . . . (dn−1, D)(D,D)(D,D) . . . (D,D)(D,D)(D, dn−1) . . . (d2 × d)(d× 1) (2.9)

wordt. Op die manier beperken we de volledige Hilbertruimte tot een kleinere ruimte waardoor

het geheel computationeel handelbaar wordt ([4]). Uit deze behandeling is het ook duidelijk dat

de methode exacte resultaten oplevert als D = dbL2 c. Verderop bespreken we de convergentie

van de VMPS-methode en zullen we nagaan welk effect D heeft op de energie.

Nu we weten wat een MPS is en hoe we de link moeten leggen met een golffunctie is het

belangrijk om een aantal elementaire eigenschappen van deze matrices onder de loep te nemen:

de zogenaamde canonische vormen van een MPS ([4]).
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2.2.2 Canonische vormen van een MPS

We vertrekken van de algemene vorm van een MPS

|ψ〉 =
∑

σ1,...,σL

∑

a1,...,aL−1

Mσ1
1,a1

Mσ2
a1,a2 . . .M

σL−1
aL−2,aL−1M

σL
aL−1,1

|σ1, . . . , σL〉 (2.10)

en vormen de Mσ1
1,a1

om tot één matrix M(σ1,1),a1 waarop we een QR-decompositie toepassen:

|ψ〉 =
∑

σ1,...,σL

∑

a1,...,aL−1

(∑

r1

A(σ1,1),r1Rr1,a1

)
Mσ2
a1,a2 . . .M

σL−1
aL−2,aL−1M

σL
aL−1,1

|σ1, . . . , σL〉 . (2.11)

De matrix Rr1,a1 vermenigvuldigen we vervolgens met elke matrix Mσ2
a1,a2 (σ2 = 1 . . . d) alvorens

op de nieuwe Mσ2
a1,a2 ook een QR-decompositie toe te passen. Deze procedure herhalen we voor

alle Mσi
ai−1,ai met i = 1 . . . L (a0 = aL = 1) en de matrices A(σi,ai−1),ri worden daarbij steeds

terug omgevormd naar een set van d matrices Aσiai−1,ri . Deze procedure levert uiteindelijk de

volgende vorm voor de golffunctie:

|ψ〉 =
∑

σ1,...,σL

Aσ1Aσ2 . . . AσL−1AσL |σ1, . . . , σL〉 . (2.12)

Wegens de successieve QR-decomposities geldt er voor elke A(σi,ai−1),ri → Ã matrix dat

Ã†Ã = I(m,m) (2.13)

met I(m,m) = I de (m×m) eenheidsmatrix waarbij m het aantal kolommen van Ã is (dit is een

gevolg van de QR-decompositie). Hieruit volgt

δ
ri,r
′
i

=
∑

(σi,ai−1)

Ã†ri,(σi,ai−1)Ã(σi,ai−1),r
′
i

=
∑

(σi,ai−1)

Aσi†ri,ai−1
Aσi
ai−1,r

′
i

=
∑

σi

(
Aσi†Aσi

)
ri,r
′
i

.

We vinden dat de A-matrices voldoen aan

∑

σi

Aσi†Aσi = I. (2.14)

Matrices die aan de voorwaarde (2.14) voldoen zijn links-genormaliseerde matrices ([4]). Een

golffunctie die enkel opgebouwd is uit links-genormaliseerde matrices wordt links-canonisch

genoemd. Als we starten van de rechterkant (bij de matrix MσL
aL−1,1

) en LQ-decomposities

toepassen op de verschillende matrices dan kunnen we de golffunctie schrijven als

|ψ〉 =
∑

σ1,...,σL

∑

a1,...,aL−1

Mσ1
1,a1

Mσ2
a1,a2 . . .M

σL−1
aL−2,aL−1


∑

rL−1

LaL−1,rL−1BrL−1,(σL,1)


 |σ1, . . . , σL〉 .

(2.15)

Als we dit voor alle sets matrices herhalen dan kunnen we op volledig analoge manier aantonen

dat de golffunctie geschreven kan worden als

|ψ〉 =
∑

σ1,...,σL

Bσ1Bσ2 . . . BσL−1BσL |σ1, . . . , σL〉 (2.16)
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waarbij de B-matrices voldoen aan

∑

σi

BσiBσi† = I. (2.17)

Dergelijke matrices worden rechts-genormaliseerde matrices genoemd en een golffunctie die enkel

opgebouwd is uit dergelijke matrices wordt rechts-canonisch genoemd ([4]). Hiermee hebben we

2 canonische vormen van de golffunctie ingevoerd. Daarnaast kunnen we ook een gemengde

vorm1 bekijken waarbij alle matrices links van site l links-genormaliseerd zijn en alle matrices

rechts van site l rechts-genormaliseerd. De normalisatie van de set matrices op site l (Mσl) doet

er niet toe, aangezien later zal blijken dat we in elke iteratiestap van het algoritme precies één

set matrices (geassocieerd aan site l) zullen optimaliseren. In een dergelijke iteratiestap doet het

er dan niet toe hoe de matrices op site l genormeerd zijn. Een dergelijke gemengde canonische

golffunctie ([4]) heeft de vorm

|ψ〉 =
∑

σ1,...,σL

Aσ1 . . . Aσl−1MσlBσl+1 . . . BσL |σ1, . . . , σL〉 (2.18)

waarbij de Aσn matrices links-genormaliseerd en de Bσn matrices rechts-genormaliseerd zijn

terwijl de Mσl matrices geen specifieke normalisatie hoeven te hebben. Dergelijke canonische

vormen zijn belangrijk voor het vervolg van de theoretische behandeling.

2.3 MPS-vorm van verwachtingswaarden

We zullen in wat volgt ééndimensionale kettingen met lengte L bestuderen. Deze kunnen

interagerende spinsystemen voorstellen, maar verder zal blijken dat dergelijke kettingen ook

gekoppeld kunnen worden aan orbitalen om bijvoorbeeld waterstofkettingen te beschrijven. Een

dergelijk systeem wordt schematisch voorgesteld zoals in figuur (2.1). We wensen in eerste

1 l − 1 l l + 1 L

Figuur 2.1: Schematische voorstelling van een ketting met lengte L.

instantie de grondtoestandsenergie van zo’n systeem te berekenen. Aangezien het hier over

een ingewikkeld veeldeeltjesprobleem gaat (dat sterk gecorreleerd kan zijn), moeten we onze

toevlucht nemen tot een numeriek schema. Daartoe zullen we de ketting verdelen in een site l die

we optimaliseren (deze site schuift elke iteratie op) en een linker- en rechterblok zoals ook te zien

is op de figuur. De blokken bevatten verwachtingswaarden van de Hamiltoniaan, uitgerekend

met de MPS Ansatz. Op zich bevat de blokstructuur dus alle termen die bijdragen tot de

energie, zodat we niets aan het probleem veranderd hebben door het invoeren van dergelijke

blokken. Het zal echter blijken dat naarmate de blokken groeien of kleiner worden (als de

1Er bestaan veel meer vormen dan links-canonische, rechts-canonisch of gemengd-canonische, maar we zullen

verderop enkel gebruik maken van de 3 vormen die in deze sectie opgelijst zijn.
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site l zich verplaatst om op die manier alle L sites te optimaliseren) we deze iteratief kunnen

construeren uit de voorgaande blokken. Computationeel is dit dan ook zeer voordelig en in de

hierop volgende discussie zullen we de verwachtingswaarde van de Hamiltoniaan schrijven in

functie van de verschillende blokken. We vertrekken hierbij steeds van een Hamiltoniaan van de

volgende vorm:

Ĥ =

L∑

l=1

Ôl +

δ∑

n=1

∑

(l,m;l<m)

P̂nl ⊗ ˆ̃Pnm. (2.19)

Hierbij is Ôl een lokale operator op site l, wat betekent dat deze operator enkel werkt op een

toestand op site l: Ôl |σm〉 = δmlÔl |σm〉. De operator P̂nl ⊗
ˆ̃Pnm is een interactie-operator tussen

site l en site m (opnieuw zijn de lokale operatoren P̂nl en ˆ̃Pnm operatoren die enkel op site l

respectievelijk m werken). De som over n loopt over alle mogelijke δ interactietermen tussen

l en m. Hierbij dienen we er steeds op te letten dat l < m om te vermijden dat we 2 keer

dezelfde interacties in rekening brengen. We merken op dat we vertrekken van spinsystemen,

maar dat een Hamiltoniaan van de vorm (2.19) ook gebruikt kan worden voor de beschrijving

van fermionische systemen. Voor moleculaire systemen zullen we een iets algemenere vorm nodig

hebben, maar nog steeds zullen sommige termen in de moleculaire Hamiltoniaan van de vorm

(2.19) zijn.

Om de gedachten te vestigen, geven we een voorbeeld (van een spinsysteem) om te verduidelijken

wat de verschillende termen concreet inhouden. Daartoe beschouwen we de isotrope Heisenberg

Hamiltoniaan ([13]), die enkel de dichtste-nabuur interacties tussen spins in rekening brengt, van

een spinketen in een magnetisch veld β (deze Hamiltoniaan zullen we verder uitvoerig bespreken).

Ĥ =
J

2

L−1∑

i=1

(
Ŝ+
i Ŝ
−
i+1 + Ŝ−i Ŝ

+
i+1 + 2Ŝzi Ŝ

z
i+1

)
− β

L∑

i=1

Ŝzi (2.20)

Identificatie leert dat de lokale operatoren Ôi hier de matrices −βŜzi zijn en dat er δ = 3

interactietermen zijn voor elke (i, i + 1)-combinatie. Voor sites i is het duidelijk dat P̂ni = Ŝni
met n = {+,−, z} en voor de corresponderende sites i+1 geldt ˆ̃Pni+1 = αŜni+1 met n = {−,+, z}
(bemerk dat α gelijk is aan J/2 of J en let ook op de volgorde van de + en −).

2.3.1 Bepalen van de verwachtingswaarde 〈ψ| Ĥ |ψ〉

De stationaire Schrödingervergelijking van een willekeurig fysisch systeem met Hamiltoniaan Ĥ

wordt gegeven door

Ĥ |ψ〉 = E |ψ〉 (2.21)

waarbij E de energie voorstelt en |ψ〉 de golffunctie die het systeem beschrijft. We stellen ons

tot doel de grondtoestandsenergie E0 van een 1D veeldeeltjessysteem, beschreven door (2.19),

accuraat én snel te bepalen. We zullen daarbij vertrekken van een bestaand algoritme en trachten

dit zo efficiënt mogelijk te implementeren. Daartoe dienen we de volgende verwachtingswaarde

te bepalen

E0 =
〈ψ| Ĥ |ψ〉
〈ψ|ψ〉 (2.22)
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waarbij |ψ〉 de corresponderende grondtoestandsgolffunctie voorstelt. Zoals hiervoor reeds

vermeld zullen we de Hamiltoniaan van ons systeem steeds schrijven in functie van de linker (L)-

en rechterblokken (R). Vertrekkende van de vorm (2.19) is het duidelijk dat deze Hamiltoniaan

equivalent is met

Ĥ =
l−1∑

i=1

Ôi + Ôl +
L∑

i=l+1

Ôi +
δ∑

n=1


∑

i,j∈L
P̂ni ⊗ ˆ̃Pnj +

∑

i,j∈R
P̂ni ⊗ ˆ̃Pnj +

∑

i∈L,j∈R
P̂ni ⊗ ˆ̃Pnj +

∑

i∈L
P̂ni ⊗ P̂nl +

∑

j∈R
P̂nl ⊗ ˆ̃Pnj


 . (2.23)

Hierbij werd de bijdrage van site l steeds afgezonderd en werden ook alle mogelijke interacties

in rekening gebracht. We merken nogmaals op dat de site l volkomen arbitrair is en in het

uiteindelijke algoritme zal variëren over de ganse ketting. We zullen nu 〈ψ| Ĥ |ψ〉 zodanig

schrijven dat alle bijdragen van site l duidelijk naar voor komen. Daartoe is het nodig elke

term uit (2.23) apart te beschouwen en steeds de verwachtingswaarde in |ψ〉 te herschrijven

naar verwachtingswaarden in de {|σl〉 , l = 1 . . . L} basis omdat elke lokale operator (die in ons

geval steeds een spin-operator zal zijn2) een gekende matrixvoorstelling heeft in deze spin-basis.

Als meest algemene gedaante van de golffunctie van het systeem gebruiken we de gemengde

canonische golffunctie (2.18) waarbij de matrices de onbekenden zijn die moeten bepaald worden:

|ψ〉 =
∑

σ1,...,σL

Aσ1 . . . Aσl−1MσlBσl+1 . . . BσL |σ1, . . . , σL〉 (2.24)

Voor de eenvoud zullen we ook nog de volgende notatie hanteren

|σ1, . . . , σL〉 ≡ |σ〉 . (2.25)

De verschillende bijdragen tot de energie worden hieronder opgelijst.

� De term 〈ψ|∑l−1
i=1 Ôi |ψ〉

Het is duidelijk dat Ôi enkel inwerkt op de lokale basis op site i ({|σi〉}) en de andere termen

{|σj〉 , j 6= i} ongemoeid laat. Daarom geldt

〈σ|
l−1∑

i=1

Ôi
∣∣σ′
〉

=

l−1∑

i=1

〈σi |Ôi| σ′i
〉
. (2.26)

Uitschrijven van de verwachtingswaarde 〈ψ|∑l−1
i=1 Ôi |ψ〉 in de lokale basis levert

l−1∑

i=1

∑

σσ′i

∑

{C}
(Aσ1 . . . Aσi−1)†ai−1,1

Aσi†ai,ai−1
(Aσi+1 . . . Aσl−1)†al−1,ai

〈σi |Ôi| σ′i
〉

(Aσ1 . . . Aσi−1)1,a′i−1
A
σ′i
a′i−1,a

′
i
(Aσi+1 . . . Aσl−1)a′i,a′l−1

Mσl†
al,al−1

Mσl
a′l−1,al

δal,a′l (2.27)

2Zoals vermeld in de inleiding zullen we in eerste instantie Hamiltonianen van spinsystemen beschouwen, die

uitgedrukt kunnen worden met behulp van spin-operatoren. We zullen echter verderop zien dat een veel algemenere

klasse van Hamiltonianen dezelfde functionele vorm heeft als de beschouwde spin Hamiltoniaan. Vandaar dat deze

onderstelling geen afbreuk doet aan de algemeenheid van de methode.
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waarbij we gebruik gemaakt hebben van het feit dat de B-matrices rechts-genormaliseerd zijn

(zie (2.17)) zodat de som over σ zich beperkt tot de σk waarvoor k = 1 . . . l. Daarnaast is

{C} ≡
{
al−1, a

′
l−1, al, a

′
l, ai−1, a

′
i−1, ai, a

′
i

}
. We kunnen bovenstaande uitdrukking nog verder

vereenvoudigen door in te zien dat

∑

σ1...σi−1

(
Aσi−1† . . . Aσ1†Aσ1 . . . Aσi−1

)
ai−1,a′i−1

= δai−1,a′i−1
(2.28)

omdat de A-matrices links-genormaliseerd zijn (zie (2.14)). We vinden uiteindelijk

l−1∑

i=1

∑

σ′i

∑

σj ,i≤j≤l

∑

{C}
Aσi†ai,ai−1

〈σi |Ôi| σ′i
〉
A
σ′i
ai−1,a′i

(Aσi+1 . . . Aσl−1)†al−1,ai

(Aσi+1 . . . Aσl−1)a′i,a′l−1
Mσl†
al,al−1

Mσl
a′l−1,al

. (2.29)

waarbij {C} ≡
{
al−1, a

′
l−1, al, ai−1, ai, a

′
i

}
.

Op een volledig analoge manier kan men ook de andere termen uitrekenen in de lokale basis

(steeds gebruik makend van de genormaliseerdeA- enB-matrices en het feit dat lokale operatoren

geassocieerd aan site i ook enkel inwerken op site i). Zonder de tussenberekeningen te vermelden,

vatten we hieronder alle resultaten samen.

� De term 〈ψ| Ôl |ψ〉
∑

σl,σ
′
l

∑

al−1,al

〈σl |Ôl| σ′l
〉
Mσl†
al,al−1

M
σ′l
al−1,al (2.30)

� De term 〈ψ|∑L
i=l+1 Ôi |ψ〉

L∑

i=l+1

∑

σ′i

∑

{σj :l≤j≤i}

∑

{C}
Bσi†
ai,ai−1

〈σi |Ôi| σ′i
〉
B
σ′i
a′i−1,ai

(Bσl+1 . . . Bσi−1)†ai−1,al

(Bσl+1 . . . Bσi−1)a′l,a
′
i−1

Mσl†
al,al−1

Mσl
al−1,a

′
l
. (2.31)

waarbij {C} ≡
{
al−1, al, a

′
l, ai−1, ai, a

′
i−1

}
.

� De term 〈ψ|∑δ
n=1

∑
i,j∈L P̂

n
i ⊗ ˆ̃Pnj |ψ〉

δ∑

n=1

∑

i<j;(i,j)∈L

∑

σ′iσ
′
j

∑

{σk:i≤k≤l}

∑

{C}
Aσi†ai,ai−1

〈σi |P̂ni | σ′i
〉
A
σ′i
ai−1,a′i

A
σj†
aj ,aj−1 〈σj | ˆ̃Pnj | σ′j

〉
A
σ′j
a′j−1,a

′
j

(Aσi+1 . . . Aσj−1)†aj−1,ai
(Aσi+1 . . . Aσj−1)a′i,a′j−1

(Aσj+1 . . . Aσl−1)†al−1,aj

(Aσj+1 . . . Aσl−1)a′j ,a′l−1
Mσl†
al,al−1

Mσl
a′l−1,al

. (2.32)

waarbij {C} ≡
{
al−1, a

′
l−1, al, ai−1, ai, a

′
i, aj−1, a

′
j−1, aj , a

′
j

}
.

� De term 〈ψ|∑δ
n=1

∑
i,j∈R P̂

n
i ⊗ ˆ̃Pnj |ψ〉
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δ∑

n=1

∑

i<j;(i,j)∈R

∑

σ′iσ
′
j

∑

{σk:l≤k≤j}

∑

{C}
Bσi†
ai,ai−1

〈σi |P̂ni | σ′i
〉
B
σ′i
a′i−1,a

′
i
B
σj†
aj ,aj−1 〈σj | ˆ̃Pnj | σ′j

〉
B
σ′j
a′j−1,aj

(Bσl+1 . . . Bσi−1)†ai−1,al
(Bσl+1 . . . Bσi−1)a′l,a

′
i−1

(Bσi+1 . . . Bσj−1)†aj−1,ai

(Bσi+1 . . . Bσj−1)a′i,a′j−1
Mσl†
al,al−1

Mσl
al−1,a

′
l
. (2.33)

waarbij {C} ≡
{
al−1, al, a

′
l, ai−1, a

′
i−1, ai, a

′
i, aj−1, a

′
j−1, aj

}
.

� De term 〈ψ|∑δ
n=1

∑
i∈L P̂

n
i ⊗ ˆ̃Pnl |ψ〉

δ∑

n=1

∑

i∈L

∑

σ′iσ
′
l

∑

{σk:i≤k≤l}

∑

{C}
Aσi†ai,ai−1

〈σi |P̂ni | σ′i
〉
A
σ′i
ai−1,a′i

〈σl | ˆ̃Pnl | σ′l
〉

(Aσi+1 . . . Aσl−1)†al−1,ai
(Aσi+1 . . . Aσl−1)a′i,a′l−1

Mσl†
al,al−1

Mσl
a′l−1,a

′
l
. (2.34)

waarbij {C} ≡
{
al−1, a

′
l−1, al, ai−1, ai, a

′
i

}
.

� De term 〈ψ|∑δ
n=1

∑
j∈R P̂

n
l ⊗

ˆ̃Pnj |ψ〉

δ∑

n=1

∑

j∈R

∑

σ′jσ
′
l

∑

{σk:l≤k≤j}

∑

{C}
B
σj†
aj ,aj−1 〈σj | ˆ̃Pnj | σ′j

〉
B
σ′j
a′j−1,aj

〈σl |P̂nl | σ′l
〉

(Bσl+1 . . . Bσj−1)†aj−1,al
(Bσl+1 . . . Aσj−1)a′l,a

′
j−1

Mσl†
al,al−1

Mσl
a′l−1,a

′
l
. (2.35)

waarbij {C} ≡
{
al−1, al, a

′
l, aj−1, a

′
j−1, aj

}
.

� De term 〈ψ|∑δ
n=1

∑
i∈L,j∈R P̂

n
i ⊗ ˆ̃Pnj |ψ〉

δ∑

n=1

∑

i∈L,j∈R

∑

σ′iσ
′
j

∑

σk:i≤k≤j

∑

{C}
Aσi†ai,ai−1

〈σi |P̂ni | σ′i
〉
A
σ′i
ai−1,a′i

B
σj†
aj ,aj−1 〈σj | ˆ̃Pnj | σ′j

〉
B
σ′j
a′j−1,aj

(Aσi+1 . . . Aσl−1)†al−1,ai
(Aσi+1 . . . Aσl−1)a′i,a′l−1

(Bσl+1 . . . Bσj−1)†aj−1,al

(Bσl+1 . . . Bσj−1)a′l,a
′
j−1

Mσl†
al,al−1

Mσl
a′l−1,a

′
l
. (2.36)

waarbij {C} ≡
{
al−1, a

′
l−1, al, a

′
l, ai−1, ai, a

′
i, aj−1, a

′
j−1, aj

}
.

Vermits deze berekeningen zeer omvangrijk zijn kan men gemakkelijk fouten maken in de

indices. Analoog aan Feynmandiagrammen bestaan er voor deze berekeningen dan ook grafische

weergaves die zeer helder weergeven over welke indices wordt gesommeerd en welke interacties er

beschouwd worden. We zullen in de volgende sectie dit grafisch formalisme uitwerken (waarbij

we opnieuw steunen op ([4])).
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2.3.2 Diagrammatische voorstelling

We hebben aangetoond dat een golffunctie geschreven kan worden in termen van dL matrices

Mσl . We kunnen Mσl ook interpreteren als een tensor gekarakteriseerd door 3 indices die d

matrices (σl = 1 . . . d) voorstelt, elk met een dimensie (i× j). Er zijn dus 3 connectiepunten die

vertrekken vanuit de MPS-vertex en we kunnen dit grafisch voorstellen als in figuur (2.2). De

hermitisch toegevoegde wordt op exact dezelfde manier voorgesteld met als enige verschil dat de

lijn die de fysische index weergeeft nu naar boven staat (zoals ook te zien is in figuur (2.2)). We

voeren nu een set regels in die toelaten om grafisch de verwachtingswaarde van de Hamiltoniaan

voor te stellen.

Regel 1

De grafische voorstelling van een set van d matrices (σl = 1 . . . d) met dimensie (i× j) is zoals in

figuur (2.2). Links van de MPS-vertex (voorgesteld door een cirkel) bevindt zich de lijn-index i

die de rijen voorstelt van de matrices en rechts van de MPS-vertex bevindt zich de lijn-index j

die de kolommen voorstelt. De fysische index σl = 1 . . . d wordt voorgesteld door een verticale

lijn (naar boven of naar onder al naargelang we de hermitisch toegevoegde of niet beschouwen)

i j
M

σl

i j

M †

σl

Figuur 2.2: Diagrammatische voorstelling van een MPS.

Regel 2

Lokale operatoren geassocieerd aan site l worden voorgesteld door een vierkant met (in het

meest algemene geval) 3 benen (de operator-vertex). Van deze benen zijn er 2 die de de fysische

dimensie σl voorstellen. Deze benen vertrekken verticaal naar boven en naar beneden uit de

operator-vertex. Voor een spin-1
2 betekent dit dus dat de 2 verticale benen elk een index

voorstellen die kan lopen van 1 tot d = 2. Het derde been vertrekt horizontaal uit de operator-

vertex en stelt de index voor die loopt over het aantal interactie-termen (hiervoor genoteerd als

δ, dus de horizontale index loopt van n = 1 . . . δ). Dit alls wordt samengevat in figuur (2.3)(a).

Regel 3

Contracties zijn matrixvermenigvuldigingen ofwel sommaties over de lijn-indices (deze lijn-

indices zijn dus ofwel de fysische indices σl, de matrix-indices i, j of de index behorend bij 1 van de

δ interactietermen, dus de index n). We spreken af dat dergelijke contracties voorgesteld worden

door geconnecteerde benen. Dit betekent dat we 2 benen met elkaar verbinden, wat zoveel

betekent als het sommeren over alle waarden van de index die door die 2 benen voorgesteld wordt.

Het is dus duidelijk dat je nooit 2 benen die over een verschillende index lopen mag verbinden.

Je mag nooit een σl-been verbinden met een been van een matrix-index i, j. Contractie van
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σl

σ′l

n

(a)

Mσl

σl

Mσ′l∗

σ′l

(b)

Figuur 2.3: Diagrammatische voorstelling van een algemene operator-vertex (a) en een voorbeeld van

een contractie (b).

een fysische index σl wordt dus voorgesteld door een verticale lijn, terwijl de overige contracties

voorgesteld worden door een horizontale lijn. De som over n = 1 . . . δ wordt voorgesteld door

een contractie tussen 2 horizontale benen (één been afkomstig van de operator op site p en het

andere afkomstig van de operator op site q).

Regel 4

Daarnaast komen er in de uitdrukking van 〈ψ| Ĥ |ψ〉 ook regelmatig termen voor van de vorm
∑

σk,i+1≤k≤l−1

(Aσi+1 . . . Aσl−1)†al−1,ai
(Aσi+1 . . . Aσl−1)a′i,a′l−1

. (2.37)

Intern zijn er nog vele matrixvermenigvuldigingen tussen de Aσl matrices die allemaal

voorgesteld worden door een (horizontale) connectie van 2 lijnen tussen elke vertex. De som

over de σl vormt nog een extra (verticale) verbinding tussen de vertices. Er blijven ook 4 vrije

indices over, zodat een dergelijke term diagrammatisch kan voorgesteld worden als in figuur

(2.4). We spreken dus af dat alle open lijnen een niet-geconnecteerde index voorstellen en dat

een dergelijke structuur dus een matrix/tensor voorstelt. De niet-geconnecteerde indices worden

bij de open lijnen genoteerd.

Aσi+1

ai ...

...

Aσl−1

a′i

al−1

a′l−1

Aσi+1 Aσl−1

Figuur 2.4: Diagrammatische voorstelling van opeenvolgende contracties.

Regel 5

De matrices op het einde van de ketting zijn steeds zo gedimensioneerd dat de volledige contractie

(van alle matrices) steeds een scalair is. De eerste en laatste matrix hebben immers een
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respectieve dimensie (1× d) en (d× 1) en de 1-index impliceert dus onmiddellijk dat het geheel

een scalair voorstelt. Diagrammatisch zullen we dit voorstellen door een boog aan het begin of

op het einde van een ketting toe te voegen. Dit betekent dat er steeds voldaan is aan (2.14) of

(2.17) en het invoeren van een boog stemt dan inderdaad overeen met de identiteit.

Voorbeeld

Stel dat we bijvoorbeeld de verwachtingswaarde (2.30) willen uitdrukken in een diagram, dan is

het duidelijk dat we 4 contracties hebben. Er zijn 2 contracties tussen de matrices Mσl en Mσ′l en

telkens 1 contractie tussen de operator Ôl en de respectieve matrices Mσl en Mσ′l . De operator

Ôl heeft 2 indices σl en σ′l en wordt voorgesteld door een vierkant met 2 lijnen vertrekkend uit

deze vertex. Diagrammatisch geven we dit weer zoals in figuur (2.3)(b).

2.3.3 De interactierange η

Nu we de basisdiagrammen hebben ingevoerd kunnen we een techniek ontwikkelen die ons toelaat

de formules (2.29) tot (2.36) op een iteratieve manier op te bouwen. We zullen dit hieronder

in detail uitwerken met behulp van het grafisch formalisme. Daarnaast dienen we op te merken

dat de hierboven opgestelde diagrammen in staat zijn om de formules exact weer te geven (net

als Feynmandiagrammen dat doen). Het zal blijken dat dit vaker veel overzichtelijker is dan

de nogal lijvige formules. Alvorens we deze iteratieve methode uitwerken, voeren we nog een

belangrijk begrip in dat we verderop nog regelmatig zullen tegenkomen en dat ook van belang

is bij de iteratieve constructie, de zogenaamde interactierange. Merk daarvoor op dat we de

algemene Hamiltoniaan (2.19) nog kunnen schrijven als

Ĥ =

L∑

l=1

Ôl +

δ∑

n=1

L−1∑

l=1

l+η∑

m=l+1

P̂nl ⊗ ˆ̃Pnm ,∀l : l + η ≤ L. (2.38)

Als alle sites met elkaar kunnen interageren dan is de interactierange uiteraard η = L−1 omdat

site 1 dan ook nog met site L kan interageren. Wanneer we echter vooropstellen dat site 1 slechts

kan interageren met site 2 tot en met site η+1 dan is de interactierange η. Aangezien de matrices

P̂nl en ˆ̃Pnl (alsook Ôl) steeds kunnen voorgesteld worden door een bepaalde spin-operator Ŝn,

eventueel vermenigvuldigd met een koppelingsconstante J ∈ R (die voor elke m bij een gegeven

l kan verschillen), kunnen we de Hamiltoniaan nog schrijven als

Ĥ = β

L∑

l=1

Ŝpl +

δ∑

n=1

L−1∑

l=1

l+η∑

m=l+1

Jm−lŜ
n
l ⊗ ˆ̃Snm ,∀l : l + η ≤ L, β ∈ R (2.39)

waarbij Ŝ
p/n
l een willekeurige spinoperator op site l is. Concreet betekent dit dat de interactie

tussen dichtste naburen (l = p,m = p+1) een sterkte J1 heeft, de interactie tussen de op één na

dichtste naburen (l = p,m = p+ 2) een sterkte J2, enzovoort. We zullen nu grafisch alle termen

van 〈ψ| Ĥ |ψ〉 voorstellen. Als voorbeeld beschouwen we een ketting met lengte L = 5 en η = 2

en beschouwen alle termen die bijdragen tot 〈ψ| Ĥ |ψ〉. We geven dit weer in figuur (2.5) voor de

opeenvolgende gevallen l = 2, 3, 4 en baseren ons daarbij steeds op de formules (2.29) tot (2.36).

Dit betekent dat we steeds verschillende linker- en rechterblokken hebben afhankelijk van de

waarde van l. In de figuur geven we de site steeds weer met het corresponderende site-nummer
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zonder steeds de matrices Mσl te vermelden om het geheel overzichtelijk te houden. Daarnaast

zullen we de lokale operator ook als Ôl noteren terwijl we de interactie-matrices zullen noteren

met Ŝnl . De operator die vergezeld is van de extra factor Jm−l zullen we enkel noteren door

de Jm−l te vermelden, het nummer van de site geeft immers duidelijk aan welke operator erbij

hoort. Let ook op dat er een extra horizontale lijn is tussen de vierkante blokken die de matrices

Ŝnl (dit is een matrix ∀n) bevatten omdat er in de Hamiltoniaan ook nog een som over de n-

index voorkomt. Door zorgvuldige studie van figuur (2.5) kunnen we verbanden vinden tussen

de termen voor opeenvolgende l. Stel dat we bijvoorbeeld l laten toenemen van links naar rechts

(dus van site 1 tot site 5) dan kunnen we het blok links van l construeren door gebruik te maken

van het blok dat links van l − 1 zat. Op analoge manier kunnen we de rechterblokken iteratief

construeren als we l van site 5 tot site 1 laten lopen. Het onderwerp van de volgende sectie is

dan ook deze verbanden af te leiden met de bedoeling het geheel in een compacte vorm weer te

geven.

2.4 De X/Y -blokstructuur van 〈ψ| Ĥ |ψ〉
In deze sectie wijken we af van ([4]) en introduceren we een blokvorm om de energie voor te

stellen. We voeren eerst de volgende notaties in die we in het vervolg zullen gebruiken in de

diagrammen

Cnl
∆
= Ŝnl

(Dn
l )α

∆
= JαŜ

n
l . (2.40)

Er zijn dus η operatoren (Dn
l )α (α = 1 . . . η) waarbij elke (Dn

l )α de δ operatoren (n = 1 . . . δ)

op site l bevat, vermenigvuldigd met de koppelingsconstante Jα. Als we opnieuw figuur (2.5)

bekijken dan zien we dat er fundamenteel twee verschillende linker- en rechterblokken zijn.

Enerzijds zijn er (zowel links als rechts van l) blokken waarbij alle contracties tussen operatoren

(dus horizontale lijnen tussen de vierkanten) opgenomen zijn in het linker- en rechterblok zelf.

Anderzijds zijn er ook termen waarbij er een koppeling is tussen de blokken: er loopt dus

een horizontale contractie tussen de linker- en rechterkant. Blokken waarbij alle horizontale

contracties binnen het blok blijven noemen we X-blokken (XL en XR voor de respectievelijke

linker- en rechterblokken), terwijl blokken die nog een externe horizontale lijn hebben (die

contraheert met de externe lijn van het andere blok of met site l) Y -blokken zijn (Y L en Y R).

De blokken Y L
l en XL

l bevatten alle sites 1 tot en met l terwijl de blokken Y R
l en XR

l alle sites

l tot en met L bevatten. De volledige fysica zit dus vervat in de blokken Y L
l−1, XL

l−1, Y R
l+1, XR

l+1

en site l.

2.4.1 Constructie van de Y L/XL-blokken

Stel dat we site l variëren van 1 tot L, dan is het duidelijk dat het linkerblok steeds groter

wordt en het rechterblok kleiner. In deze sectie bestuderen we de constructie van de Y L- en

XL-blokken. We zullen daarbij gebruik maken van het grafisch formalisme om aan te tonen hoe

de blokken groeien. Om de gedachten te vestigen kan het voor de lezer handig zijn om terug te

grijpen naar figuur (2.5).
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Ô3

2 3

Ô4
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J2 Ŝn5

5 2 3

J1 Ŝn3
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Figuur 2.5: Voorbeeld van een aantal termen in 〈ψ| Ĥ |ψ〉.
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We beginnen met de Y L blokken en voeren voor elke site η (Y L
l )α blokken in (waarbij dus

l = 1 . . . L en α = 1 . . . η). Verder heeft elke (Y L
l )α (∀l,∀α) 3 indices: 1 index die loopt over alle

δ interactie-operatoren (aangegeven door de index n) en voor elke operator (Y L
l )nα zijn er ook

nog 2 matrixindices (i, j). Elk element dat vervat is in het Y L-blok kan op een unieke manier

genummerd worden met de volgende meest algemene notatie

(
(Y L
l )nα

)
i,j
.

Het diagram dat correspondeert met een Y L-blok wordt weergegeven in figuur (2.6)(a). Nu we

alle conventies ingevoerd hebben kunnen we via diagrammen weergeven hoe de blokken iteratief

opgebouwd worden. Beschouw daartoe figuur (2.7) om te zien hoe we de opeenvolgende Y L
l

construeren. Gebruik makend van de figuur vinden we als algemene iteratieve formule voor een

Y L-blok (zie ook figuur (2.7)(b)):

(
(Y L
l )nα

)
i,j

=
∑

k,σl,σ
′
l

Mσl
k,jM

σ′l∗
k,i ((Dn

l )α)σl,σ′l
+
∑

k,m,σl

(
(Y L
l−1)nα+1

)
k,m

Mσl
m,jM

σl∗
k,i (2.41)

met l = 1, 2, . . . , L− 1 en α = 1, 2, . . . , η en waarbij (Y L
l−1)nα+1 = 0 als l = 1 of α = η (waarbij 0

hier, en ook verderop in analoge randvoorwaarden, de nul-matrix voorstelt). Op het eerste zicht

lijkt deze definitie en constructie van de Y L-blokken wat uit de lucht gevallen, maar we zullen

verderop zien dat deze definitie ervoor zorgt dat we alle interacties tussen het linkerblok en site

l of het rechterblok mooi in rekening kunnen brengen.

Nu we weten hoe we het Y L-blok moeten construeren gaan we over naar het XL-blok (zie figuur

(2.6)(b)). We weten dat bij conventie het XL
l -blok alle interne contracties van het linkerblok

(links van site l + 1) bevat. Dat betekent dat alle mogelijke interacties tussen de sites 1 tot en

met l in dit blok vervat moeten zitten. Door gebruik te maken van het (Y L
l−1)α=1 blok zullen

we zien dat we XL
l onmiddellijk kunnen neerschrijven in functie van de linkerblokken voor l−1.

Bovendien zullen ook de lokale operatoren geassocieerd aan de sites 1 tot en met l in XL
l worden

opgenomen, omdat die ook geen externe contracties bevatten met site l + 1 of het rechterblok.

We verwijzen naar figuur (2.5) en vatten in figuur (2.8) samen welke termen moeten opgenomen

worden voor opeenvolgende waarden van l. In de figuur gebruiken we de ingevoerde conventies

(2.40), zonder echter expliciet het site-nummer en de index n te vermelden bij de C-operator.

In deze figuur kunnen we zien dat XL
l iteratief kan opgebouwd worden uit XL

l−1 en (Y L
l−1)α=1.

(Y L
l )α

j

i

n XL
l

j

i

(
(Y L
l )nα

)
i,j

(XL
l )i,j

(a) (b)

Figuur 2.6: Diagram voor een Y L-blok (a) en XL-blok (b).
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Figuur 2.7: Iteratieve constructie van een Y L-blok.
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Figuur 2.8: Iteratieve constructie van een XL-blok.
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In formules uitgeschreven wordt dit

(XL
l )i,j =

∑

k,σl,σ
′
l

Mσl
k,jM

σ′l∗
k,i (Ôl)σl,σ′l +

∑

k,m,σl

(XL
l−1)k,mM

σl
m,jM

σl∗
k,i +

∑

k,m,n,σl,σ
′
l

(
(Y L
l−1)n1

)
k,m

Mσl
m,jM

σ′l∗
k,i (Cnl )σl,σ′l (2.42)

met l = 1, 2, . . . , L− 1 en waarbij XL
l−1 = 0 en (Y L

l−1)1 = 0 als l = 1.

2.4.2 Constructie van de Y R/XR-blokken

Op een analoge manier zullen we de blokken voor het rechterdeel construeren. Toch verloopt

de constructie niet geheel symmetrisch omdat we de koppelingsconstanten Jn opslorpen in het

linkerdeel (bij de constructie van het XR-blok zullen we hiervan echter moeten afwijken om alles

in een nette vorm te kunnen schrijven). Daarom zullen we de Y R-blokken op een aangepaste

manier definiëren zoals weergegeven in figuur (2.9) waarbij de 0 slaat op de nul-matrix. Ook de

Y R-blokken worden dus iteratief opgebouwd:

(
(Y R
l )nα

)
i,j

=
∑

k,σl,σ
′
l

Mσl
j,kM

σ′l∗
i,k (Cnl )σl,σ′lδα,1 +

∑

k,m,σl

(
(Y R
l+1)nα−1

)
k,m

Mσl
j,mM

σl∗
i,k (2.43)

met l = L,L− 1, . . . , 2 en α = 1, 2, . . . , η waarbij (Y R
l+1)α−1 = 0 als l = L of α = 1.

Voor de opbouw van de XR-blokken zullen we opnieuw gebruik maken van figuur (2.5) en kijken

naar alle interne contracties en lokale operatoren rechts van site l. Vermits de Y R-blokken

enkel de operator C bevatten3 zullen we een som moeten beschouwen van contracties tussen de

verschillende Y R en de operator Dα. Dit alles is samengevat in figuur (2.10), waarbij de lokale

operatoren Ôl gewoon genoteerd zijn als Ô. De formule voor XR is analoog aan deze voor XL:

(XR
l )i,j =

∑

k,σl,σ
′
l

Mσl
j,kM

σ′l∗
i,k (Ôl)σl,σ′l +

∑

k,m,σl

(XR
l+1)k,mM

σl
j,mM

σl∗
i,k +

η∑

α=1

∑

k,m,n,σl,σ
′
l

(
(Y R
l+1)nα

)
k,m

Mσl
j,mM

σ′l∗
i,k ((Dn

l )α)σl,σ′l
(2.44)

met l = L,L− 1, . . . , 2 en waarbij XR
l+1 = 0 en (Y R

l+1)α = 0 als l = L.

2.4.3 〈ψ| Ĥ |ψ〉 in X/Y -vorm

We hebben nu alle blokken geconstrueerd om de verwachtingswaarde 〈ψ| Ĥ |ψ〉 uit te drukken

in functie van de X- en Y -blokken. Alle interacties binnen een blok zijn reeds vervat in de XL-

en XR- blokken, maar de interacties tussen de blokken en de interacties van elk blok met site l

zijn nog niet in rekening gebracht. Het zal blijken dat de Y L- en Y R- blokken daartoe bijzonder

geschikt zijn. Bij de hieropvolgende bespreking kan het nuttig zijn om af en toe terug te grijpen

naar figuur (2.5) om in te zien welke interacties dit precies zijn. Daarnaast is het ook instructief

om de figuren (2.7) en (2.9) bij de hand te nemen.

3We laten het hoedje bij de operatoren C en D ook hier weg voor de notationele eenvoud.
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Figuur 2.9: Iteratieve constructie van een Y R-blok.
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Om de gedachten te vestigen beschouwen we het geval l = 3 in een ketting met lengte L = 5 en

een interactierange η = 3. Aangezien we l = 3 beschouwen moeten we de blokken XL
2 en Y L

2

(algemeen worden dit de blokken met index l − 1) gebruiken om het linkerdeel te beschrijven.

We kijken nu wat de blokken (Y L
2 )α (α = 1, 2, 3) precies bevatten (zie figuur (2.7)):

� (Y L
l−1=2)α=1 bevat alle termen die, indien ze gecontraheerd worden met een C-operator

op site l (hier l = 3), de juiste interactie met site l geven. Als het aantal sites in het

linkerblok groter wordt dan de interactierange η (dus als l > η+ 1) dan zorgt de specifieke

constructie van de YL ervoor dat sites die te ver liggen van l (dus verder dan η) niet meer

zullen interageren met l.

� (Y L
l−1=2)α=2 bevat alle termen die, indien ze gecontraheerd worden met een C-operator op

site l + 1, de juiste interactie geven met site l + 1.

� (Y L
l−1=2)α=3 bevat alle termen die, indien ze gecontraheerd worden met een C-operator op

site l + 2, de juiste interactie geven met site l + 2.

� . . .

Voor het rechterblok moeten we (Y R
l+1=4)α beschouwen (zie figuur 2.9):

� (Y R
l+1=4)α=1 bevat de term die, indien gecontraheerd met een (Dα=1)-operator op site l,

de dichste-nabuur interactie geeft met site l (dus tussen site l en l + 1).

� (Y R
l+1=4)α=2 bevat de term die, indien gecontraheerd met een (Dα=2)-operator op site l,

de tweede orde (J2) interactie geeft met site l (dus tussen site l en l + 2).

� . . .

We hebben dus een stramien gevonden om de interacties met site l volledig op te nemen in het

schema. Het enige dat ons nu nog rest is de interacties tussen de linkerkant en de rechterkant

van site l in rekening brengen. We hebben hierboven gezien dat de contractie van (Y L
l−1)α met

een C-operator op site l+ α− 1 de juiste contracties geeft met die site. De C-operator van een

dergelijke site is precies wat er in (Y R
l+1)α−1 (α 6= 1) zit. Om de overblijvende interacties tussen

het linker- en rechterdeel te beschrijven, moeten we dus de som nemen over α van 2 tot η waarbij

elke term in de som de contractie bevat tussen (Y L
l−1)α en (Y L

l+1)α−1 (met uiteraard nog de site l

ertussen gecontraheerd zoals men kan zien in figuur (2.5)). Tot slot merken we op dat de lokale

operator op site l (Ôl) ook nog in rekening moet gebracht worden om alle energie-bijdragen in

rekening te brengen. Deze beschouwing laat ons nu toe de verwachtingswaarde 〈ψ| Ĥ |ψ〉 volledig

uit te drukken met behulp van de X- en Y -blokken. Dit wordt weergegeven in figuur (2.11).
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(Y L
l−1)α (Y R

l+1)α−1

∑η
α=2

+ + +

+ +

l l l

l l

l

Figuur 2.11: De verwachtingswaarde 〈ψ| Ĥ |ψ〉 in X/Y -vorm.

We vermelden voor de volledigheid ook nog 〈ψ| Ĥ |ψ〉 in formulevorm:

〈ψ| Ĥ |ψ〉 =
∑

k,m,σl,σ
′
l

Mσl
m,kM

σ′l∗
m,k(Ôl)σl,σ′l +

∑

k,m,p,σl

(XL
l−1)k,mM

σl
m,pM

σl∗
k,p +

∑

k,m,p,σl

(XR
l+1)k,mM

σl
p,mM

σl∗
p,k +

∑

k,m,p,n,σl,σ
′
l

(
(Y L
l−1)n1

)
k,m

Mσl
m,pM

σ′l∗
k,p (Cnl )σl,σ′l +

η∑

α=1

∑

k,m,p,n,σl,σ
′
l

(
(Y R
l+1)nα

)
k,m

Mσl
p,mM

σ′l∗
p,k ((Dn

l )α)σl,σ′l
+

η∑

α=2

∑

k,m,p,q,n,σl

(
(Y L
l−1)nα

)
k,m

Mσl
m,pM

σl∗
k,q

(
(Y R
l+1)nα−1

)
q,p

(2.45)

Op dit moment hebben we alle nodige objecten ingevoerd voor de constructie van een

eigenwaardeprobleem, geassocieerd aan de Schrödingervergelijking, en het onderwerp van de

volgende sectie is dan ook het afleiden van een dergelijk eigenwaardeprobleem voor een (sterk)

gecorreleerd kwantumsysteem.

2.5 Variationele optimalisatie en de effectieve Hamiltoniaan

Vanaf nu maken we terug gebruik van technieken uit ([4]). Het is ons uiteindelijk doel om de

grondtoestand van een kwantumsysteem te vinden (de methode kan echter uitgebreid worden om

ook geëxciteerde toestanden te vinden). We zullen daartoe een variationeel principe toepassen

op

E0 =
〈ψ| Ĥ |ψ〉
〈ψ|ψ〉 (2.46)

waarbij we als golffunctie |ψ〉 de gemengd canonische MPS gebruiken

|ψ〉 =
∑

σ1,...,σL

Aσ1 . . . Aσl−1MσlBσl+1 . . . BσL |σ1, . . . , σL〉 . (2.47)
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We herinneren eraan dat de A-matrices hierbij links-genormaliseerd zijn en de B-matrices

rechts-genormaliseerd (dit werd immers gebruikt bij de afleiding van formules (2.29) tot (2.36))

en dat we de verwachtingswaarde van de Hamiloniaan 〈ψ| Ĥ |ψ〉 kunnen uitdrukken in de

X/Y -vorm (zie (2.45)). Om de grondtoestand van het systeem (met de corresponderende

grondtoestandsenergie) te bepalen voeren we een Lagrange multiplicator λ in en extremeren

〈ψ| Ĥ |ψ〉 − λ 〈ψ|ψ〉 . (2.48)

Het grote probleem echter is dat de onbekende toestanden Mσl in productvorm voorkomen (de

Matrix Product State) en dat het bovenstaande probleem dus sterk niet-lineair is. Daarom

zullen we een iteratieve procedure toepassen waarbij de matrices op alle sites behalve site l

vastgehouden worden terwijl de matrices op site l geoptimaliseerd worden. We extremeren

dus in elke iteratiestap naar één specifieke Mσl wat ons uiteindelijk een eigenwaardeprobleem

zal opleveren. In de volgende stap gaan we naar site l + 1 (cyclus naar rechts) en herhalen

deze procedure. Wanneer we bij het einde van de ketting komen (dus site L) zullen we bij

de volgende iteratiestap terugkeren naar site L − 1 (cyclus naar links) tot we site 1 bereiken

en we de rechtercyclus opnieuw opstarten. Dit alles gaat verder tot de energie convergeert

binnen een vooraf ingestelde accuraatheid. Men noemt deze opeenvolging van cycli het sweep

algoritme. In wat volgt tonen we aan dat deze iteratieve constructie aanleiding geeft tot een

eigenwaardeprobleem waarbij λ uiteindelijk de grondtoestandsenergie zal zijn. Daartoe zullen

we wel een beroep moeten doen op de Hamiltoniaan in blokvorm (zie formule (2.45)).

We extremeren (2.48) naar M
σ′l∗
a′l−1,a

′
l

∂

∂M
σ′l∗
a′l−1,a

′
l

(
〈ψ| Ĥ |ψ〉 − λ 〈ψ|ψ〉

)
= 0 (2.49)

en merken daarbij op dat

〈ψ|ψ〉 =
∑

{S}

∑

σ1...σl−1

(
Aσl−1† . . . Aσ1†Aσ1 . . . Aσl−1

)
al−1,a

′
l−1

∑

σl,σ
′
l

Mσl
al−1,al

M
σ′l∗
a′l−1,a

′
l

∑

σl+1...σL

(
Bσl+1 . . . BσLBσL† . . . Bσl+1†

)
al,a
′
l

δσl,σ′l

=
∑

{S}

∑

σl

Mσl
al−1,al

M
σ′l∗
a′l−1,a

′
l

(
δal−1,a

′
l−1
δal,a′lδσl,σ

′
l

)
(2.50)

wegens de normalisatie van de A- en B-matrices en waarbij {S} =
{
al−1, a

′
l−1, al, a

′
l

}
. Bovendien

geldt ook dat σl = σ′l zodat na extremeren de som over σl zal wegvallen en wegens de twee

Kronecker delta functies zal ook de som over de verzameling {S} volledig wegvallen (omdat de

som door de delta functies op zich al beperkt werd tot twee indices, zodat na extremeren er geen

enkele sommatie-index meer overblijft). We bekomen op die manier

∂

∂M
σ′l∗
a′l−1,a

′
l

(〈ψ|ψ〉) =
∑

{S}
Mσl
al−1,al

(
δal−1,a

′
l−1
δal,a′lδσl,σ

′
l

)
= M

σ′l
a′l−1,a

′
l

(2.51)

Voor het uitwerken van de andere termen (dus het extremeren van de termen in 〈ψ| Ĥ |ψ〉) maken

we handig gebruik van het feit dat sommige indices gelijk zijn (als gevolg van de normalisatie
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van de A- of B-matrices) en we dus evengoed al kunnen vervangen door a′l of dat we de ene

matrix M een index σl kunnen geven en de andere een index σ′l (wat dan weer het gevolg is

van het feit dat een dergelijk blok geen operator bevat op site l en dus σl = σ′l). We zullen van

deze bevindingen expliciet gebruik maken om één van de termen in (2.45) te extremeren, maar

laten voor de andere termen deze berekeningen achterwege omdat ze volledig analoog verlopen.

Beschouw bijvoorbeeld

∂

∂M
σ′l∗
a′l−1,a

′
l


 ∑

a′l−1,al−1,al,σl

(XL
l−1)a′l−1,al−1

Mσl
al−1,al

Mσl∗
a′l−1,al




=
∂

∂M
σ′l∗
a′l−1,a

′
l


 ∑

a′l−1,al−1,al,σl

(XL
l−1)a′l−1,al−1

Mσl
al−1,al

M
σ′l∗
a′l−1,a

′
l
δal,a′lδσl,σ

′
l




=
∑

al−1,al,σl

(XL
l−1)a′l−1,al−1

Mσl
al−1,al

δal,a′lδσl,σ
′
l

=
∑

al−1

(XL
l−1)a′l−1,al−1

M
σ′l
al−1,a

′
l
. (2.52)

Voor de andere termen vinden we dan achtereenvolgens:

∂

∂M
σ′l∗
a′l−1,a

′
l


 ∑

a′l−1,a
′
l,σl,σ

′
l

Mσl
a′l−1,a

′
l
M

σ′l∗
a′l−1,a

′
l
(Ôl)σl,σ′l


 =

∑

σl

Mσl
a′l−1,a

′
l
(Ôl)σl,σ′l (2.53)

∂

∂M
σ′l∗
a′l−1,a

′
l


 ∑

al−1,al,a
′
l,σl

(XR
l+1)a′l,alM

σl
al−1,al

Mσl∗
al−1,a

′
l


 =

∑

al

(XR
l+1)a′l,alM

σ′l
a′l−1,al

, (2.54)

∂

∂M
σ′l∗
a′l−1,a

′
l


 ∑

al−1,a
′
l,a
′
l−1,n,σl,σ

′
l

(
(Y L
l−1)n1

)
a′l−1,al−1

Mσl
al−1,a

′
l
M

σ′l∗
a′l−1,a

′
l
(Cnl )σl,σ′l




=
∑

al−1,n,σl

(
(Y L
l−1)n1

)
a′l−1,al−1

Mσl
al−1,a

′
l
(Cnl )σl,σ′l , (2.55)

∂

∂M
σ′l∗
a′l−1,a

′
l




η∑

α=1

∑

a′l−1,al,a
′
l,n,σl,σ

′
l

(
(Y R
l+1)nα

)
a′l,al

Mσl
a′l−1,al

M
σ′l∗
a′l−1,a

′
l
((Dn

l )α)σl,σ′l




=

η∑

α=1

∑

al,n,σl

(
(Y R
l+1)nα

)
a′l,al

Mσl
a′l−1,al

((Dn
l )α)σl,σ′l

, (2.56)

∂

∂M
σ′l∗
a′l−1,a

′
l




η∑

α=2

∑

al−1,al,a
′
l−1,a

′
l,n,σ

′
l

(
(Y L
l−1)nα

)
a′l−1,al−1

M
σ′l
al−1,alM

σ′l∗
a′l−1,a

′
l

(
(Y R
l+1)nα−1

)
a′l,al




=

η∑

α=2

∑

al−1,al,n

(
(Y L
l−1)nα

)
a′l−1,al−1

M
σ′l
al−1,al

(
(Y R
l+1)nα−1

)
a′l,al

. (2.57)

Zorgvuldige inspectie van de termen (2.51) tot en met (2.57) toont dat de uitkomst voor elke

term nog slechts afhangt van 3 indices, namelijk σ′l, a
′
l−1, a

′
l. De sommen zorgen er immers voor
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dat er steeds een aantal indices weggesommeerd worden. Als gevolg van deze vaststelling kunnen

we de som van al deze termen ((2.52) tot en met (2.57)) zeer algemeen schrijven als4

∑

al−1,al,σl

(Heff )σ′l,a
′
l−1,a

′
l,σl,al−1,alM

σl
al−1,al

(2.58)

waarbij (Heff )σ′l,a
′
l−1,a

′
l,σl,al−1,al een zogenaamde effectieve Hamiltoniaan voorstelt. Deze term

bevat immers alle operatoren en interactietermen en kan dus gezien worden als een equivalent van

de fysische Hamiltoniaan. De effectieve Hamiltoniaan is afhankelijk van de ganse MPS zonder

Mσl en verandert dus elke iteratiestap (omdat we in elke stap een andere Mσl beschouwen). Men

kan het ook nog opvatten als de Hamiltoniaan die site l ondervindt als gevolg van de omgeving

(dus de overige L− 1 sites). Op die manier kunnen we het extremum-probleem in de volgende

compacte gedaante brengen:

∑

al−1,al,σl

(Heff )σ′l,a
′
l−1,a

′
l,σl,al−1,alM

σl
al−1,al

− λMσ′l
a′l−1,a

′
l

= 0. (2.59)

Door M
σ′l
a′l−1,a

′
l

nu om te vormen tot een vector νσ′l,a
′
l−1,a

′
l

en de effectieve Hamiltoniaan

tot een matrix, is het duidelijk dat het extremum-probleem zicht herleidt tot een gewoon

eigenwaardeprobleem met operator Ĥeff en corresponderende eigenvector |ν〉:

Ĥeff |ν〉 = λ |ν〉 . (2.60)

Mochten we de A- en B-matrices niet genormaliseerd hebben dan zouden we een veralgemeend

eigenwaardeprobleem bekomen hebben, dat er als volgt zou uitzien:

Ĥeff |ν〉 = λN̂ |ν〉 (2.61)

met N̂ een welbepaalde matrix. Computationeel is het echter veel voordeliger om een gewoon

eigenwaardeprobleem op te lossen, zodat de extra stappen (in het algoritme) om de matrices

steeds te normaliseren zeker de moeite zijn. Het oplossen van dit eigenwaardeprobleem (samen

met de overige numerieke details) wordt uitvoerig behandeld in Appendix A.

We zijn pas nu in staat om een verklaring te geven voor de naam VMPS methode. Hierboven

hebben we immers aangetoond dat de grondtoestand bepaald wordt door een variationele

optimalisatie toe te passen op de opeenvolgende Mσl
al−1,al

. Deze Mσl
al−1,al

bouwen de golffunctie

op zodat we met recht kunnen spreken van een MPS. De VMPS methode zal dus Variationeel

de Matrix Product State optimaliseren en het algoritme stopt als de energie geconvergeerd

is binnen een bepaalde grens van accuraatheid. Het aantal cycli (1 → L en L → 1) is dus

vooraf niet gekend, maar hangt volledig af van hoe snel de energie convergeert (de definitie van

convergentie wordt ook in Appendix A gegeven).

4Let op dat we Heff vermenigvuldigen met M
σl
al−1,al . Dit is mogelijk omdat inspectie van alle termen leert

dat sommige indices aan elkaar gelijk zijn (bv. σl = σ′l) zodat we M
σ′l
al−1,al dan bijvoorbeeld kunnen vervangen

door M
σl
al−1,al . Daarnaast is het ook mogelijk dat M

σl
a′
l−1

,al
→ M

σl
al−1,al bekomen wordt door het kiezen van een

andere dummy-index.

33



2.6 Verwachtingswaarde van fysische grootheden

In deze sectie beschrijven we hoe de verwachtingswaarde van een one-site operator Ô kan

uitgerekend worden. Een voorbeeld van een dergelijke operator is bijvoorbeeld de totale

spinprojectie van een keten

Ŝz =
L∑

i=1

Ŝzi . (2.62)

De operator Ô is dus opgebouwd uit lokale operatoren op elke site. Diagrammatisch kunnen we

dit voorstellen als in figuur (2.12). Door de diagrammen te bestuderen kunnen we makkelijk een

Ô1

1 2 L
. . .

. . .

Ô2

2 3 L
. . .

. . .

+ +

L

. . . ÔL+

Figuur 2.12: Diagrammatische voorstelling van een verwachtingswaarde

formule afleiden om een dergelijke operator te evalueren. Beschouw daarvoor eerst de tweede

term uit de expansie van XR in figuur (2.10). Deze reproduceert perfect het rechterstuk (rechts

van de site waarop we de lokale operator beschouwen) als we als randconditie stellen dat XR
L+1 =

I (de eenheidsmatrix). Deze gemodificeerde XR (genoteerd als XR,mod) wordt dus opgebouwd

door als lokale operator de eenheidsmatrix te nemen op site L en vervolgens iteratief het tweede

blok uit de expansie op te bouwen (de andere 2 termen uit de oorspronkelijke XR worden dus

niet meegenomen). Nu moeten we nog de lokale operator op site l in rekening brengen. Daartoe

is het voldoende de eerste term uit de expansie van XL (figuur (2.8)) in rekening te brengen.

waarbij we als operator de lokale operator Ôl nemen. We noteren deze term met XL,mod
l . Om

de verwachtingswaarde uit te rekenen combineren we dus steeds een XL,mod
l met een XR,mod

l+1 .

In formulevorm uitgeschreven wordt dit

〈ψ|
L∑

l=1

Ôl |ψ〉 =
L∑

l=1

∑

al,a
′
l

(
XL,mod
l

)
a′l,al

(
XR,mod
l+1

)
a′l,al

=
L∑

l=1

∑

a′l

(
XL,mod
l

(
XR,mod
l+1

)T)

a′l,a
′
l

=

L∑

l=1

Tr

(
XL,mod
l

(
XR,mod
l+1

)T)

met de randvoorwaarde XR
L+1 = I. In het vervolg zullen we alle one-site operatoren op die

manier uitwerken.

2.7 Verstrengelingsentropie

Alvorens we de convergentie bestuderen, zullen we eerst nog een belangrijke grootheid invoeren:

de verstrengelingsentropie. Er blijkt namelijk een verband te bestaan tussen de grootte van de
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verstrengelingsentropie en de grootte van de truncatiedimensie D.

Verstrengeling komt tot uiting in kwantumcorrelaties tussen gescheiden systemen. Wij zijn in

het bijzonder gëınteresseerd in hoe een subrooster met l sites (l < L) verstrengeld is met de

overige L − l sites van een spinrooster met L spins5. Een maat voor de verstrengeling tussen

deze twee systemen wordt gegeven door de von Neumann entropie of verstrengelingsentropie

([14]):

S = −Trl (ρl log2 ρl) . (2.63)

Hierbij is ρl de dichtheidsmatrix van het blok met l spins:

ρl = TrR |ψ〉 〈ψ|

waarbij het spoor Trl genomen wordt over alle toestanden {|σi〉 , i = 1 . . . l} van het subblok

met l spins (als de {|σl〉} een lokale basis vormen). Het spoor TrR wordt dan genomen over

het complementaire blok met de overige L − l spins {|σi〉 , i = l + 1 . . . L}. De golffunctie |ψ〉
is de totale golffunctie van het volledige spinrooster. De verstrengelingsentropie zal dus nul

worden als er geen kwantumcorrelatie bestaat tussen de twee subsystemen en maximaal worden

als de kwantumcorrelatie maximaal is. In het algemeen convergeert de verstrengelingsentropie

naar een eindige waarde als de lengte van het subsysteem vergroot. Er treedt echter divergent

gedrag op als het systeem een kritisch punt nadert ([15]). In hoofdstuk 1 hebben we reeds

vermeld dat de correlatielengte divergeert bij de kritische temperatuur. Op dat moment zal de

entropie logaritmisch toenemen als functie van de lengte van het subsysteem ([15]). We zullen

voor 2 spinsystemen (isotroop Heisenberg model en J1 − J2 model) de verstrengelingsentropie

bestuderen en eventuele implicaties vermelden. We moeten echter een manier vinden om de

entropie te berekenen uit de MPS; hiervoor gebruiken we de methode zoals beschreven ([4]).

Eerst en vooral moeten we een SVD-decompositie toepassen op de golffunctie. Een SVD-

decompositie van een (m× n)-matrix M ontbindt de matrix M volgens:

M = USV † (2.64)

waarbij U een (m × min(m,n))-matrix is met U †U = I (U is unitair als m < n) en S een

(min(m,n)×min(m,n)) diagonaalmatrix met r niet-negatieve diagonaalelementen (de singuliere

waarden); r is de rang van de matrix M . Er wordt verondersteld dat de diagonaalelementen

gerangschikt worden in dalende volgorde: s1 ≥ s2 ≥ . . . ≥ sr > 0. Tot slot is V † een (min(m,n)×
n)-matrix met V †V = I (V is unitair als m > n). Met behulp van een SVD kunnen we de

golffunctie nu in een gemengde canonische vorm brengen. Stel dat we een SVD-decompositie

hebben toegepast op de eerste l sites, dan wordt de golffunctie:

|ψ〉 =
∑

σ

∑

al

(Aσ1 . . . Aσl)1,al
Sal,al

(
V †
)
al,(σl+1...σL)

|σ1 . . . σL〉 .

Vervolgens herschalen we V † tot Ψ(alσl+1...σL−1),σL en passen we opnieuw SVD’s toe, maar nu

vanaf rechts. Op die manier bekomen we

V †al,(σl+1...σL) =
∑

al+1,...,aL−1

B
σl+1
al,al+1 . . . B

σL
aL−1,1

.

5De verstrengelingsentropie kan echter ook berekend worden voor fermionische systemen.
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Als gevolg van de SVD-decompositie kunnen we nu 2 orthonormale toestanden

|al〉l =
∑

σ1...σl

(Aσ1 . . . Aσl)1,al
|σ1 . . . σl〉

|al〉R =
∑

σl+1...σL

(Bσl+1 . . . BσL)al,1 |σl+1 . . . σL〉

invoeren om de golffunctie uiteindelijk te schrijven als

|ψ〉 =
∑

al

Sal,al |al〉l |al〉R .

Op die manier kunnen we de dichtheidsmatrix ρl van het blok met l spins makkelijk bepalen.

We sommeren alle toestanden in het rechterdeel R weg en vinden6

ρl =
∑

al

S2
al,al
|al〉 〈al| .

Vermits ρl diagonaal is in de {|al〉} basis wordt de entropie (2.63) uiteindelijk gegeven door

S = −
∑

al

S2
al,al

log2 S
2
al,al

.

Op die manier kunnen we uit de MPS de verstrengelingsentropie berekenen. We vermelden

voor de volledigheid dat indien we zouden vertrekken van een golffunctie die volledig uit rechts-

genormaliseerde matrices Mσi bestaat

|ψ〉 =
∑

σ

Mσ1 . . .MσL |σ1 . . . σL〉

we voor de verstrengelingsentropie ook een gesloten gedaante vinden, namelijk:

Sl = −
∑

σ1...σl

Λσ1...σl log2 Λσ1...σl

met

Λσ1...σl = Mσ1 . . .MσlMσl† . . .Mσ1† ∈ R.

Het aantal termen dat we echter moeten berekenen stijgt exponentieel, immers als we l |σi〉
hebben, dan zijn er dl combinaties (met d de fysische dimensie). Dit is dus niet haalbaar als

we de entropie van grotere systemen willen bekijken. In wat volgt zullen we dus steeds de

formule bekomen via de SVD gebruiken om de entropie te berekenen. Meer informatie over

verstrengelingsentropie in veeldeeltjessystemen kan gevonden worden in de volgende review-

artikels ([16],[17]).

2.8 Convergentie van de VMPS methode

Tot slot bestuderen we de convergentie van de VMPS methode voor verschillende systemen.

We zullen alle systemen hier enkel definiëren zonder verdere uitleg aangezien ze uitvoerig zullen

behandeld worden in volgend hoofdstuk. We starten eerst met een algemene opmerking omtrent

6De buitenindex l in |al〉l wordt ook weggelaten.
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de keuze van de truncatiedimensie D. Stel daarvoor dat |ψexact〉 de exacte grondtoestand is van

ons systeem met lengte 2L (let op de 2) en |ψD〉 de golffunctie bij een gegeven waarde D. Kies

daarnaast een waarde ε0 onafhankelijk van L. In ([5]) wordt dan aangetoond dat de minimale

waarde van D die men nodig heeft om

|‖|ψexact〉‖ − ‖|ψD〉‖|2 ≤
ε0
L

(2.65)

te bekomen, gegeven wordt door

DL ≤ βLγ (2.66)

waarbij β en γ ∈ R een functie zijn van onder andere ε0 maar niet van L. De macht γ is

evenredig met 2S
α

waarbij Sα de Renyi entropie voorstelt (dit is een veralgemening van de von

Neumann entropie S = limα→1 S
α([18])). Een hogere entropie eist dus een grotere waarde van

D voor een gegeven ε0. In het volgend hoofdstuk zullen we ook zien dat zwak verstrengelde

systemen (gekarakteriseerd door een kleine verstrengelingsentropie) reeds efficiënt gesimuleerd

kunnen worden met een kleine D. In heel speciale gevallen zal een zeer kleine D volstaan om

zeer grote systemen te beschrijven. Wanneer de verstrengeling toeneemt, dan zal een grotere D

noodzakelijk zijn. Verder impliceert (2.66) dat het voldoende is om D polynomiaal te schalen

om de accuraatheid constant te houden. Het is dus niet nodig om D = dL te stellen aangezien

we reeds bij een polynoom van L een goed resultaat kunnen bekomen. Daarnaast vinden we in

([19]) dat het volgend verband bestaat tussen het energieverschil ED−Econv (met ED de energie

bij een gegeven D en Econv de energie bij convergentie) en D

log (ED − Econv) ∼= −κ (logD)2 , κ ∈ R. (2.67)

Een maat voor de snelheid van convergentie is dan de richtingscoëfficiënt κ. Hoe groter κ, hoe

sneller er convergentie zal optreden. We zullen nu een aantal modelsystemen en hun convergentie

bestuderen. We merken nog op dat we met log het logaritme met basis 10 bedoelen (dus log10).

2.8.1 Dichtste-nabuur Hamiltonianen

Het Heisenbergmodel

We bestuderen eerst het (isotroop) Heisenbergmodel (met J = 1 en fysische dimensie d = 2)

([13])

ĤHeisenberg = J

L−1∑

i=1

Ŝi ◦ Ŝi+1 − β
L∑

i=1

Ŝzi (2.68)

voor 5 verschillende lengtes L gaande van 10 tot en met 50 in stapjes van 10 en dit zowel zonder

magnetisch veld (β = 0) als met een magnetisch veld (β = 1). We geven het energieverschil

log (ED − Econv) weer als functie van log(D)2. Het resultaat is te vinden in figuur (2.13). Het

is duidelijk dat het verschil ED − Econv zeer snel daalt als functie van D (zowel zonder als met

magnetisch veld). De fout is voor alle geteste lengtes L = 10→ 50 reeds kleiner dan O(10−5) als

D = 64. Daarnaast merken we op dat reeds bij D = 8 een vrij accuraat resultaat kan bekomen

worden voor L = 10 → 50. Als we de gevallen met L = 10 buiten beschouwing laten (zeer

snelle convergentie als gevolg van de initieel zeer steile helling) dan vinden we dat κ ongeveer

gelegen is in het interval [2.4, 4.5]. Deze waarden werden bepaald door de staart van elke curve
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Figuur 2.13: Convergentiestudie van het isotroop Heisenbergmodel, J = 1, energie in eenheden ~ = 1.

(overeenkomend met de grote waarden van D) te bekijken vermits die lineair is (zoals voorspeld

door formule (2.67)). Als we enkel L = 20 en L = 30 (met β = 0) bekijken (om later te

vergelijken met andere modellen) dan vinden we het interval [2.9, 4.25].

Het bilinear biquadratic model

Het bilinear biquadratic (BB) model ([20]) wordt beschreven door de volgende Hamiltoniaan:

HBB = J
∑

i

(
cos θ

(
Ŝi ◦ Ŝi+1

)
+ sin θ

(
Ŝi ◦ Ŝi+1

)2
)
− β

∑

i

Ŝzi (2.69)

met d = 3 voor alle spins i = 2 . . . L − 1 en d = 2 voor de spins op site 1 en L (zie volgend

hoofdstuk). Ook voor het BB model bekijken we de convergentie voor 3 lengtes van de kettingen

(L = 10, 20, 30 en J = 1) en θ = arctan
(

1
3

)
+0.1 (dus voor een waarde die afwijkt van de waarde

waarvoor een exact resultaat gekend is, zie volgende hoofdstuk). Er werd geen magnetisch veld

aangelegd. Het resultaat kan men vinden in figuur (2.14). We bepaalden ook hier het κ-interval

(op dezelfde wijze als bij het Heisenbergmodel) en vonden [3.43, 3.70]. Als we ons beperken tot

L = 20 en L = 30 dan vinden we één enkele κ waarde gelijk aan 3.43. De convergentie is dus

sneller dan in het Heisenbergmodel voor L = 30, maar trager voor L = 20. We merken op

dat deze convergentieplot geldt voor 1 specifieke θ. Andere waarden van θ zullen logischerwijs

ander convergentiegedrag vertonen. Stel bijvoorbeeld dat θ = 0, dan vinden we gewoonweg het

isotroop Heisenbergmodel terug. In het volgend hoofdstuk zullen we zien dat voor θ = arctan
(

1
3

)

het volstaat om D = 2 te kiezen. Naarmate θ afwijkt van dit punt, zal een andere waarde van

D nodig zijn. De truncatiedimensie zal dus fluctueren in functie van θ.
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Figuur 2.14: Convergentiestudie van het BB model, θ = arctan
(
1
3

)
+ 0.1, J = 1, energie in eenheden

~ = 1.

2.8.2 Het J1 − J2 model

We wensen nu ook te kijken wat de invloed is van de interactie-range η op de convergentie.

Daartoe bestuderen we de convergentie (op dezelfde manier als we deden voor het isotroop

Heisenbergmodel) van het J1 − J2 model (een model met tweede-orde interacties). Hogere-orde

spinsystemen (met η ≥ 3) werden niet bestudeerd. Het J1−J2 model ([21]) wordt bepaald door

de volgende Hamiltoniaan (d = 2):

ĤJ1−J2 = J1

L−1∑

i=1

Ŝi ◦ Ŝi+1 + J2

L−2∑

i=1

Ŝi ◦ Ŝi+2 − β
L∑

i=1

Ŝzi . (2.70)

Om het effect op de convergentie na te gaan stellen we J1 = 1 en J2 = 4 zodat het tweede-

orde karakter domineert op het eerste-orde karakter. We bestuderen 3 kettingen met lengte

L = 10, 20, 30 zonder magnetisch veld (β = 0) en met magnetisch veld (β = 1). Het resultaat

is te vinden in figuur (2.15). Als we kijken naar de resultaten zonder magnetisch veld dan

vinden we één enkele κ-waarde van 1.23. In figuur (2.16) bestuderen we de convergentie zonder

magnetisch veld voor dezelfde lengtes maar dit keer met J1 = 4 en J2 = 1. Beperken we ons tot

L = 20 en L = 30 (met β = 0) dan blijkt κ in het interval [0.8334, 0.84] te liggen. In vergelijking

met het geval J1 = 1 en J2 = 4 gebeurt de convergentie dus minder snel, want κ is kleiner.

Daarnaast valt het ook op dat in beide gevallen κ kleiner is dan in het Heisenberg of BB model

(voor de geteste L).

Bovendien moet men voorzichtig zijn in het kiezen van een bepaalde D. De parameters J1 en J2

spelen hierin een belangrijke rol (de parameter θ vervult een analoge rol in het BB model). De

snelheid van convergentie is immers afhankelijk van de verhouding J2
J1

zoals te zien is in figuur

(2.17) waar de convergentie is weergegeven voor verschillende J2
J1

verhoudingen (met verder
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Figuur 2.15: Convergentiestudie van het J1 − J2 model, J1 = 1 en J2 = 4, energie in eenheden ~ = 1.

L = 20, β = 0, J1 = 4). Het is duidelijk dat voor J2
J1

= 1
2 er al convergentie is voor D = 2

(de ietwat grillige vorm wijten we aan numerieke fluctuaties omdat de waarden reeds zeer klein

zijn en dus in de buurt komen van de numerieke accuraatheid). Het geval J2
J1

= 1
2 wordt goed

beschreven door D = 2 omdat er in dit geval een dimerisatie van de grondtoestand optreedt (zie

hoofdstuk 3).

2.8.3 Conclusies met betrekking tot de convergentie

De Hamiltoniaan geeft aanleiding tot een bepaalde grondtoestand die gekarakteriseerd wordt

door een zekere verstrengelingsentropie SE(l)
∆
= SE (met l de lengte van een subblok, l =

1 . . . L − 1). De waarde van D die nodig is om een systeem efficiënt te simuleren hangt samen

met deze SE . Voor systemen met (zeer) kleine SE volstaat een kleine waarde van D, zelfs al is

de interactie full range (een aantal specifieke gevallen worden besproken in volgend hoofdstuk;

bijvoorbeeld het exact oplosbaar J1 − J2 model). De parameters van het model (bijvoorbeeld

J1,J2 voor het J1−J2 model) spelen hierin een belangrijke rol, omdat voor bepaalde waarden van

de parameters de entropie zeer klein wordt. Daarnaast wordt de snelheid van de convergentie

bepaald door de richtingscoëffciënt κ uit formule (2.67). Hoe groter κ, hoe sneller er convergentie

optreedt.
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Figuur 2.16: Convergentiestudie van het J1 − J2 model, J1 = 4 en J2 = 1, energie in eenheden ~ = 1.

Figuur 2.17: Convergentiestudie van het J1 − J2 model, L = 20, β = 0, J1 = 4 en variabele J2, energie

in eenheden ~ = 1.
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Hoofdstuk 3

Spinsystemen

In dit hoofdstuk zullen we een aantal belangrijke spinsystemen bestuderen met behulp van

het VMPS-algoritme en waar mogelijk de bekomen resultaten vergelijken met analytische

uitdrukkingen om de accuraatheid van de methode te testen. Spinsystemen spelen een essentiële

rol in vele fysische processen. De verklaring van magnetisatie vindt bijvoorbeeld zijn oorsprong

in de spin en ook in supergeleiding speelt spin een belangrijke rol. In meer recent onderzoek is de

spin ook een kandidaat informatiedrager in de kwantuminformatietheorie en kwantumcomputers.

3.1 Het isotroop Heisenbergmodel

3.1.1 Het isotroop Heisenbergmodel voor L = 2

In het geval we een interagerend systeem van slechts twee 1
2 -spins bestuderen, kunnen we de

resultaten vergelijken met een eenvoudige analytische uitdrukking (die we hieronder afleiden).

We beschouwen daartoe een Hamiltoniaan van de vorm ([13])

ĤL=2 = J Ŝ1 ◦ Ŝ2 − β
(
Ŝz1 + Ŝz2

)
. (3.1)

Dit is een isotrope Heisenberg Hamiltoniaan met koppelconstante J in een magnetisch veld β.

Om een dergelijk systeem analytisch op te lossen gaan we over naar de gekoppelde representatie

waarbij we de 2 spin-operatoren Ŝ1 en Ŝ2 koppelen tot 1 spin-operator Ŝ

Ŝ = Ŝ1 + Ŝ1. (3.2)

De grootte van de spins van Ŝ is dus s = 0 of s = 1 wegens de driehoeksrelatie

|s1 − s2| ≤ s ≤ |s1 + s2| (3.3)

met s1 = s2 = 1
2 . In de gekoppelde representatie beschouwen we golffuncties van de vorm |sms〉

(ms kan in dit geval de waarden −1, 0, 1 aannemen) met als eigenschappen

Ŝ
2 |sms〉 = ~2s(s+ 1) |sms〉

Ŝz |sms〉 =
(
Ŝz1 + Ŝz2

)
|sms〉 = ~ms |sms〉

en analoog voor de operatoren Ŝ1 en Ŝ2. Daarnaast dienen we ook de Hamiltoniaan in een

gekoppelde representatie te brengen, wat in dit geval eenvoudig gebeurt via

Ŝ1 ◦ Ŝ2 =
1

2

(
Ŝ

2 − Ŝ
2
1 − Ŝ

2
2

)
(3.4)
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aangezien de operatoren Ŝ1 en Ŝ2 commuteren. We kunnen nu makkelijk de eigenwaarden

afleiden uit volgende vergelijking

ĤL=2 |sms〉 =

(
J

2

(
Ŝ

2 − Ŝ
2
1 − Ŝ

2
2

)
− ~βms

)
|sms〉

=

(
J~2

2
(s(s+ 1)− s1(s1 + 1)− s2(s2 + 1))− ~βms

)
|sms〉

=

(
J~2

2

(
s(s+ 1)− 3

2

)
− ~βms

)
|sms〉 . (3.5)

We bestuderen eerst het geval zonder magnetisch veld (β = 0). Voor s = 0 vinden we Es=0 =

−3J~2
4 en voor s = 1 vinden we Es=1 = J~2

4 . Hieruit kunnen we besluiten dat als J > 0 de

energie behorend bij s = 0 bevoordeeld wordt terwijl bij J < 0 de toestand met s = 1 de laagste

energie bezit. Fysisch gezien geeft J > 0 dus aanleiding tot een anti-parallelle oplijning van de

spins terwijl bij J < 0 de spins parallel zullen oplijnen. Dit is logisch aangezien J > 0 betekent

dat de termen Ŝ1 en Ŝ2 een tegengesteld teken moeten hebben om een negatieve contributie in

de Hamiltoniaan te geven. Op zijn beurt betekent dit dat de spinoriëntaties tegengesteld zullen

zijn. Dit model werd ook ingegeven in het VMPS-programma met als input L = 2, d = 2 en

D = 2 (de methode moet dus in principe het exacte resultaat teruggeven). We simuleerden

beide gevallen (J > 0 en J < 0) en vonden het exacte resultaat terug (zowel voor J > 0 als voor

J < 0).

Vervolgens brengen we het systeem in een magnetisch veld en kijken welke invloed het veld

uitoefent op de grondtoestandsenergie. Het resultaat van deze simulatie wordt weergegeven in

figuur (3.1). Net als in de vorige simulatie nemen we D = 2. Als extra laten we het magnetisch

veld variëren en kijken we naar 3 gevallen: J = −1, J = 0, J = 1. Merk op dat het programma de

resultaten weergeeft in natuurlijke eenheden (~ = 1), zodat we in de hierop volgende bespreking

ook ~ = 1 zullen stellen. In een magnetisch veld wordt de grondtoestandsenergie voor een

Figuur 3.1: Grondtoestandsenergie als functie van het magnetisch veld, ~ = 1.
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anti-parallelle (s = 0) respectievelijk parallelle (s = 1) oplijning gegeven door

s = 0 : − 3J

4
(3.6)

s = 1 :
J

4
− βms (3.7)

In het geval dat J < 0 zal (3.6) steeds positief zijn wat betekent dat het nooit de grondtoestand

E0 van ons systeem kan zijn. In dat geval verloopt E0 lineair in functie van het magnetisch veld.

Zonder magneetveld is E0 = J
4 en wanneer we nu een β > 0 aanleggen zal de energie dalen als

het systeem in een ms = 1 toestand zit (de spins lijnen zich dus op met het veld). Omgekeerd

zal bij β < 0 de energie dalen als ms = −1 (de spins volgen dus opnieuw het magnetisch veld).

Indien J = 0 hebben we dezelfde situatie als hiervoor met dat verschil dat E0 = 0 bij afwezigheid

van een veld. Wanneer nu echter J > 0 dan is het duidelijk dat s = 0 een lagere energie heeft

dan de s = 1 toestand bij afwezigheid van een veld. Stel dat we nu β > 0 aanleggen dan blijft

het systeem in de toestand E0 = −3J
4 zolang J

4 − β > −3J
4 (indien J > 0, β > 0 zal enkel

de toestand ms = 1 de energie van de s = 1 toestand kunnen verlagen). Indien β < 0 dan

blijft s = 0 stabieler zolang J
4 + β > −3J

4 . We verwachten dus dat zolang −J < β < J de

grondtoestandsenergie onafhankelijk zal zijn van β (immers, dan is (3.6) lager in energie dan

(3.7) en (3.6) is onafhankelijk van β). Wanneer we één van de knikpunten |β| = J bereiken zal

E0 wel lineair afhankelijk worden van β volgens (3.7). Vergelijken we de numerieke resultaten

uit figuur (3.1) met deze bespreking dan vinden we opnieuw een perfecte overeenkomst.

3.1.2 Het isotroop Heisenbergmodel voor L > 2

In de vorige sectie hebben we reeds kennisgemaakt met dit model, maar we wensen nu de meer

algemene gedaante van de Hamiltoniaan te bekijken. Het isotrope Heisenbergmodel voor een

ketting met lengte L ([13]) wordt gegeven door

Ĥ = J

L−1∑

i=1

Ŝi ◦ Ŝi+1 − β
L∑

i=1

Ŝzi

= J

L−1∑

i=1

(
Ŝxi Ŝ

x
i+1 + Ŝyi Ŝ

y
i+1 + Ŝzi Ŝ

z
i+1

)
− β

L∑

i=1

Ŝzi . (3.8)

We zullen deze Hamiltoniaan echter schrijven in functie van de ladderoperatoren Ŝ+
i en Ŝ−i (om

met reële matrices te kunnen werken), die men bekomt door de volgende substituties door te

voeren:

Ŝx =
1

2

(
Ŝ+ + Ŝ−

)

Ŝy =
1

2i

(
Ŝ+ − Ŝ−

)
.

De ladderoperatoren hebben als eigenschap Ŝ± |sms〉 =
√

(s∓ms)(s±ms + 1) |s(ms ± 1)〉. Op

die manier kunnen we de Hamiltoniaan in de algemene vorm brengen die we ook in de code

zullen implementeren:

Ĥ =
J

2

L−1∑

i=1

(
Ŝ+
i Ŝ
−
i+1 + Ŝ−i Ŝ

+
i+1 + 2Ŝzi Ŝ

z
i+1

)
− β

L∑

i=1

Ŝzi . (3.9)
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Hoe deze Hamiltoniaan in verband staat met de algemene vorm (2.19) werd reeds besproken in

hoofdstuk 2 (de interactierange is hier η = 1). De inputfile wordt in Appendix C gegeven.

De Bethe ansatz

Het 1D Heisenbergmodel voor spin-1
2 systemen kan ook analytisch opgelost worden door gebruik

van de Bethe ansatz ([22]). In ([22]) vinden we dat de grondtoestandsenergie (in de afwezigheid

van een magneetveld) asymptotisch (L→∞) gegeven wordt door

EL = JL

(
1

4
− ln 2

)
. (3.10)

Deze uitdrukking vormt een uitermate handige benchmark voor het VMPS-programma. We

simuleren een Heisenbergketen met J = 1, β = 0 en truncatiedimensie D = 8 en vergelijken

de Bethe ansatz met de resultaten van het programma (waarin we L variëren van 10 tot 100

in stapjes van 10). Het resultaat wordt weergegeven in figuur (3.2). We zien dat beide in

Figuur 3.2: Vergelijking tussen Bethe ansatz en VMPS voor D = 8, J = 1, β = 0.

zeer goede overeenkomst zijn maar dienen wel op te merken dat de analytische uitdrukking

enkel asymptotisch (voor grote L) geldig is. Zo vinden we voor L = 2 een waarde EBethe =

2J
(

1
4 − ln 2

)
≈ −0.89J terwijl het exacte resultaat (uit angulaire-momentum algebra) Eexact =

−3J
4 is. Voor L = 2 geeft de Bethe ansatz een grondtoestandsenergie die lager is dan de exacte

(−0.89J tegenover −0.75J). Meer informatie over de Bethe ansatz met betrekking tot het

Heisenbergmodel is ook te vinden in ([13]) en ([23]).

Effect van een magnetisch veld

Daarnaast wensen we ook de invloed van een magnetisch veld na te gaan op de spinprojectie

(voor L = 10). We verwachten (in lijn met het geval voor L = 2) dat steeds meer spins

zullen oplijnen met het veld als we de veldsterkte verhogen. De resultaten van deze simulatie

(met D = 32) worden weergegeven in figuur (3.3). Voor een voldoende sterk magnetisch veld
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Figuur 3.3: Totale spinprojectie in functie van het magnetisch veld (~ = 1), L = 10, D = 32.

zullen alle spins (10 in totaal) oplijnen zodat we inderdaad een spinprojecte ±5 verwachten (in

eenheden ~ = 1). Als er geen koppeling is tussen de spins (J = 0) dan zullen alle spins het

veld onmiddellijk volgen wat duidelijk te zien is in de stapvorm van de functie bij J = 0. Als er

positieve koppeling bestaat tussen de spins (J > 0) dan zal de spinprojectie niet onmiddellijk

veranderen aangezien het veld een zekere barrière moet overwinnen om de interactie tussen

de spins tegen te werken. Ook dit is duidelijk te zien op de figuur aangezien de spinprojectie

stapsgewijs verandert. Op de figuur zien we ook dat van zodra |β| = 2J alle spins het veld zullen

volgen. We kunnen hieruit besluiten dat totale magnetisatie optreedt bij een magnetisch veld

|β| = 2J . Als J < 0 dan zullen de spins bij voorkeur reeds opgelijnd zijn met elkaar (zelfs zonder

magnetisch veld). Enkel de richting van de magnetisatie kan nog veranderd worden door het

magnetisch veld. Ook dit vinden we terug op de figuur aangezien voor J < 0 de spinprojectie

geen trapvorm vertoont, maar steeds in één van de 2 maximaal gemagnetiseerde toestanden

terechtkomt.

Verstrengelingsentropie in het Heisenbergmodel

In deze sectie bestuderen we de verstrengelingsentropie tussen 2 subsystemen die samen de

Heisenbergketting opbouwen als functie van de lengte van het eerste subsysteem. Voor eindige

systemen met L sites en open randvoorwaarden, verdeeld in 2 intervallen met respectievelijk l

en L− l sites, wordt de verstrengelingsentropie gegeven door de volgende formule ([15]):

S(l, L) = c0 +
c1

6
log2

(
2L

π
sin

(
lπ

L

))
(3.11)

waarbij c0 en c1 constanten zijn die afhangen van het model en de bijhorende veldentheorie

([15]). We proberen dit resultaat te reproduceren met het VMPS-programma. We berekenen

de entropie als functie van de lengte van het subsysteem voor een ketting met totale lengte

L = 100 zonder magnetisch veld en dit voor verschillende waarden van D. Het resultaat wordt

weergegeven in figuur (3.4). Naast het resultaat bekomen uit het VMPS-programma hebben

we ook de analytische relatie weergegeven met enerzijds c0 = 0.685 en c1 = 0.69 (deze waarden

verder bepaald door S(l, L) te fitten aan de numerieke resultaten). Eerst en vooral merken
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we op dat de entropie satureert als functie van D. In dit geval blijkt D = 32 voldoende om

de gesatureerde S(l, L) waarde te bekomen. Kleine subblokken (kleine l) hebben een lagere

entropie dan subblokken overeenkomend met grotere l. Zoals reeds vermeld in hoofdstuk 2 is

γ in DL ≤ βLγ evenredig met 2S
α

(en Sα is de Renyi entropie). Dat betekent dat de lokale

matrixdimensie voor kleine l niet zo groot moet zijn als deze bij grotere l (omdat de entropie

bij kleinere l lager is). Vandaar dat onze MPS in staat is om het volledige systeem goed te

beschrijven aangezien de matrixdimensie van een MPS ook toeneemt naarmate we naar het

midden van de ketting gaan.

Figuur 3.4: Verstrengelingsentropie S van een Heisenbergmodel als functie van de blokgrootte bij een

ketting met totale lengte L = 100, J = 1 en β = 0.

3.2 De J1 − J2 Hamiltoniaan

Een meer geavanceerd model dat naast dichtste-nabuur interacties ook tweede-orde interacties

toelaat (d.w.z dat een spintoestand op site i kan interageren met zowel site i + 1 als met site

i+ 2) is het zogenaamde J1 − J2 model ([21]) beschreven door de volgende Hamiltoniaan:

Ĥ = J1

L−1∑

i=1

Ŝi ◦ Ŝi+1 + J2

L−2∑

i=1

Ŝi ◦ Ŝi+2

=
J1

2

L−1∑

i=1

(
Ŝ+
i Ŝ
−
i+1 + Ŝ−i Ŝ

+
i+1 + 2Ŝzi Ŝ

z
i+1

)
+
J2

2

L−2∑

i=1

(
Ŝ+
i Ŝ
−
i+2 + Ŝ−i Ŝ

+
i+2 + 2Ŝzi Ŝ

z
i+2

)
. (3.12)

3.2.1 Het exact oplosbare model

Als J2 = J1
2 dan spreekt men over het Majumdar-Ghosh model en in dat specifieke geval kan de

Hamiltoniaan geschreven worden als functie van de projectie-operator op de spin-3
2 subruimte

van 3 gekoppelde spin-1
2 , wat toelaat een analytische oplossing voor dit speciaal geval te bepalen.

De gëınteresseerde lezer kan het bewijs terugvinden in Appendix D. We vermelden hier enkel

het eindresultaat. De energie in de grondtoestand E0 van een Majumdar-Ghosh ketting (met
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J2 = J1
2 ) wordt in de limiet van een oneindig lange ketting gegeven door

E0 = −3

8
J1L. (3.13)

Daarnaast is dit resultaat ook exact als we enkel kettingen met even L beschouwen wegens de

dimerisatie van naburige spins (zie verder). Voor dit bijzondere geval kunnen we de resultaten

bekomen met het VMPS-algoritme vergelijken met het analytische resultaat. Daartoe kiezen

we J2 = J1
2 en nemen J1 = 4 met D = 2 (zie verder waarom D = 2 volstaat voor even L). De

grondtoestandsenergie (zonder magnetisch veld) als functie van de lengte van de ketting L wordt

weergegeven in figuur (3.5). We vinden een perfecte overeenkomst, wat logisch is aangezien we

Figuur 3.5: Grondtoestandsenergie (~ = 1) als functie van L (even): vergelijking van het analytische

resultaat met de VMPS-output bij D = 2.

enkel even L getest hebben. We kijken nu ook wat er gebeurt als we oneven L beschouwen. Het

resultaat is weergegeven in figuur (3.6). Het is duidelijk dat de energie nu niet overeenkomt met

de analytische curve. Voor grotere L (oneven) is de afwijking tussen het VMPS-resultaat en het

analytische reeds kleiner (niet te zien op de figuur, maar we hebben dit wel getest voor grotere

waarden van (oneven) L). In de limiet L → ∞ zou het verschil moeten verdwijnen. Figuur

(3.6) werd gemaakt met D = 2 maar voor oneven L zal dit niet meer het exacte resultaat geven

omdat je de spins nu niet per 2 kan afkoppelen tot een singlet (de zogenaamde dimerisatie, zie

verder); er is altijd nog één site die dan geen paar kan vormen met een andere site. Om een

exact resultaat te bekomen moeten we dus D = dbL2 c stellen. We onderzochten de invloed op de

energie voor één bepaalde waarde van L om te zien of we werkelijk een andere energie bekomen

voor verschillende D (wat niet het geval is als we met even L werken, en uiteraard J2 = J1
2 ).

Voor L = 15 worden de resultaten samengevat in tabel (3.1). Het is duidelijk dat de energie

bij D = 2 afwijkt van de exacte waarde (hier bij D = 2b 152 c). Voor oneven L moet men dus

D = 2bL2 c stellen, zelfs al is J2 = J1
2 , om het exacte resultaat te bekomen (al zal een kleinere

waarde van D ook al volstaan om een voldoend accuraat resultaat te bekomen, zie vroeger).
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Figuur 3.6: Grondtoestandsenergie (~ = 1) als functie van L (oneven): vergelijking van het analytische

resultaat met de VMPS-output bij D = 2.

D E(D), ~ = 1

2 -21.665350371485133

4 -21.935848120087606

8 -21.950742723138060

16 -21.950921112302268

32 -21.950921177099392

128 -21.950921429674700

Tabel 3.1: Energie voor L = 15 als functie van D, J1 = 4, J2 = J1
2 .

3.2.2 Verstrengelingsentropie van de J1 − J2 keten

In deze sectie gaan we dieper in op een aantal verstrengelingsaspecten van de J1 − J2 keten.

We bekijken eerst het exact oplosbare geval J2 = J1
2 en nemen J1 = 4. We nemen een

ketting met L = 100 zonder magnetisch veld en bestuderen de verstrengelingsentropie van

de linker- en rechterblokken waarbij we de lengte variëren. Wanneer we figuur (3.7) bekijken,

merken we iets heel bijzonders op. De entropie S(l) is steeds 0 of 1 wat duidt op helemaal

geen verstrengeling of juist wel verstrengeling (en dit voor alle waarden van D die we getest

hebben: D = [2, 4, 8, 16, 32]). Een verstrengelingsentropie die 0 is, wijst op 2 niet-gecorreleerde

systemen. Zoals op de figuur te zien is, zullen subblokken met een even aantal spins steeds

S(2n) = 0, ∀n ∈ N geven wat fysisch wijst op een dimerisatie. Dit betekent dat 2 naburige spins

zullen afkoppelen tot een singlet toestand. De verstrengeling met de rest van de keten verdwijnt

dan, consistent met S(2n) = 0, ∀n ∈ N. Vandaar dat we in dit geval ook het exacte resultaat

kunnen bekomen door D = 2 te stellen voor een willekeurige lengte van de ketting. De correlatie

beperkt zich steeds tot 2 naburige spins en dit kan perfect beschreven worden met D = 2. Als
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Figuur 3.7: Verstrengelingsentropie S van een J1 − J2 keten als functie van de blokgrootte, met totale

lengte L = 100 en J2 = J1
2 , J1 = 4.

we een ketting met lengte L = 2n, n ∈ N nemen dan is de energie E(L) = nE(2) (we hebben

dit getest voor een reeks van even L-waarden), wat men kan interpreteren als de energie van n

niet-gecorreleerde systemen, elk met energie E(2). Dit is opnieuw een bevestiging dat de spins

per twee zullen interageren en niet gecorreleerd zijn met de overige L− 2 spins van de ketting.

Meer informatie over correlaties en entropie in het J1 − J2 model en over dimerisatie in het

Majumdar Ghosh (MG) punt (J2 = J1
2 ) is te vinden in ([21]). Voor oneven L met J2 = J1

2 stijgt

de entropie S(l) tot aan het midden van de ketting (zie figuur (3.8)).

Figuur 3.8: Verstrengelingsentropie S van een J1 − J2 keten als functie van de blokgrootte, met totale

lengte L = 31 en J2 = J1
2 , J1 = 4.

Vervolgens kijken we naar het geval J1 = 4, J2 = 1. We zien in figuur (3.9) een analoog gedrag

als dat in het Heisenbergmodel. Als we het maximum van de verstrengelingsentropie van een

Heisenbergmodel (SHmax) met J = 4, L = 100 (figuur (3.4) is voor J = 1, maar functioneel geeft
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J = 4 precies dezelfde vorm als figuur (3.4)) vergelijken met het maximum van figuur (3.9)

(SJ1J2max ) dan merken we op dat SHmax > SJ1J2max . Dit geldt bovendien ook voor de andere punten

(dus SH > SJ1J2 voor die J1 − J2 combinatie). Dat betekent dat er meer correlatie is tussen

de subblokken in het Heisenbergmodel dan in het J1 − J2 model (voor de gegeven J1 − J2

combinatie). We kunnen dit wijten aan het feit dat een J2 6= 0 en J2 6= J1
2 aanleiding geeft

tot een partiële dimerisatie, zodat de correlatie ietwat afgezwakt wordt in vergelijking met het

Heisenbergmodel. Dit kan men kwantitatief nagaan door te kijken in hoeverre E(2n) = nE(2)

nog voldaan is voor J2 6= J1
2 . De resultaten worden samengevat in tabel (3.2). We zien inderdaad

dat naarmate we dichter tot het MG punt naderen, we steeds beter aan de relatie E(2n) = nE(2)

voldoen. Ter vergelijking wordt in de laatste kolom ook het resultaat voor een Heisenbergmodel

met J = 4 vermeld. Het is duidelijk dat de afwijking van E(2n) = nE(2) in dit geval groter is

als bij het J1 − J2 model (voor alle geteste combinaties van J1 − J2 met J1 = 4). Voor L = 2

vinden we uiteraard hetzelfde resultaat voor beide gevallen vermits er dan nog geen mogelijkheid

is tot tweede-orde interacties, zodat het J1 − J2 model zich herleidt tot het Heisenbergmodel

(bemerk dat E = −3 inderdaad overeenstemt met de exacte waarde voor L = 2, J = 4 volgens

formule (3.6) die we afgeleid hebben voor een Heisenbergmodel met lengte L = 2).

Figuur 3.9: Verstrengelingsentropie S van een J1 − J2 keten als functie van de blokgrootte, met totale

lengte L = 100 en J1 = 4, J2 = 1.

L E, J1J2 = 2 E, J1J2 = 4 E, J1J2 = 2.5 E, J1J2 = 2.3 EH , J = 4

2 -3.0 -3.0 -3.0 -3.0 -3.0

4 -6.0 -6.15 -6.03 -6.01 -6.46

6 -8.99 -9.32 -9.06 -9.03 -9.97

8 -11.99 -12.51 -12.10 -12.04 -13.50

10 -14.99 -15.70 15.14 -15.06 -17.03

Tabel 3.2: Energie als functie van J1
J2

vergeleken met EHeisenberg, J = 4 (D = 32)
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Tot slot kijken we ook naar het geval waarbij J2 = 4 en J1 = 0 (zie figuur (3.10) voor een even

L = 30 en figuur (3.11) voor oneven L = 31). Wat opvalt is dat de entropie in beide gevallen

afvlakt (in tegenstelling tot de stijgende functie, in het interval l = 1 . . . L/2, die we kregen voor

het geval J2 = 1 en J1 = 4). Bovendien is de range van subblokken met een hoge entropie ook

vrij groot (vanaf l = 5 is de gemiddelde grootte van de entropie ongeveer 1.7 en dit voor zowel

even als oneven L). De stijgende functie (in het andere geval) impliceert dat de correlatie het

grootste is tussen 2 blokken met ongeveer dezelfde lengte l = L/2 terwijl we hier reeds voor

kleinere l een grotere entropie bekomen. Daarnaast ligt de entropie bij de ketting met oneven

L ook gemiddeld iets hoger dan in het geval van een even L (wat we wijten aan het verschil in

partiële dimerisatie).

Figuur 3.10: Verstrengelingsentropie S van een J1−J2 keten als functie van de blokgrootte, met totale

lengte L = 30 en J1 = 0, J2 = 4.

3.2.3 Magnetisatie van een J1 − J2 ketting

We onderzoeken nu de invloed van de koppelsterkte J1 en het magnetische veld β op de

magnetisatie van een J1−J2 ketting. Daartoe voegen we een extra term toe aan de Hamiltoniaan

om het effect van een magnetisch veld te bestuderen.

Ĥ = J1

L−1∑

i=1

Ŝi ◦ Ŝi+1 +
J1

2

L−2∑

i=1

Ŝi ◦ Ŝi+2 − β
L∑

i=1

Ŝzi (3.14)

De magnetisatie M van een spinketting met lengte L is gedefinieerd als

M =
1

L

L∑

l=1

〈ψ|Szl |ψ〉 . (3.15)

Beschouw nu figuur (3.12) waar we de magnetisatie uitzetten als functie van β
|J1| voor J2 = J1

2

en met D = 8 (dus accurater dan D = 2 voor oneven L zoals we hiervoor besproken hebben).
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Figuur 3.11: Verstrengelingsentropie S van een J1−J2 keten als functie van de blokgrootte, met totale

lengte L = 31 en J1 = 0, J2 = 4.

Voor J1 > 0 verandert de magnetisatie volgens een trapfunctie. De transitie naar een volledig

gemagnetiseerde toestand gebeurt bij een magnetisch veld |β| ≈ 2.15 |J1| (terwijl we bij D = 2

een transitie vonden bij |β| ≈ 2.175 |J1|). In het Heisenbergmodel vinden we een transitie bij

|β| = 2J1. Hier hebben we dus een groter veld nodig om alle spins met het magnetisch veld

op te lijnen. Ter illustratie maken we ook nog een 3D plot voor een ketting met lengte L = 7

Figuur 3.12: Spinprojectie Sz als functie van het magnetisch veld β
|J1| met J2 = J1

2 , L = 7, ~ = 1, D = 8

voor J1 = [−2,−1, 1, 2].

en D = 2. Het resultaat is te vinden in figuur (3.13). Voor J1 < 0 vinden we een analoog

resultaat als bij het Heisenbergmodel; de spins zijn bij voorkeur reeds opgelijnd met elkaar en

het magnetisch veld kan enkel de zin van de oplijning nog bëınvloeden. De precieze transities

van het trapoppervlak bij J1 > 0 zijn terug te vinden in figuur (3.12).
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Figuur 3.13: Spinprojectie Sz als functie van het magnetisch veld β en J1 met J2 = J1
2 en L = 7, D = 2,

~ = 1.

3.3 Het bilinear biquadratic model

Het bilinear biquadratic (BB) model voor S = 1 ([20]) wordt beschreven door de volgende

Hamiltoniaan

HBB = J
∑

i

(
cos θ

(
Ŝi ◦ Ŝi+1

)
+ sin θ

(
Ŝi ◦ Ŝi+1

)2
)
− β

∑

i

Ŝzi (3.16)

Door het kwadraat uit te werken kan dit opnieuw in de standaardvorm (2.19) gebracht worden:

HBB = −β
∑

i

Ŝzi + J
∑

i

{ cos θ

2

(
Ŝ+
i Ŝ
−
i+1 + Ŝ−i Ŝ

+
i+1 + 2Ŝzi Ŝ

z
i+1

)
(3.17)

+
sin θ

4

(
(S+
i )2(S−i+1)2 + (S+

i S
−
i )(S−i+1S

+
i+1) + (S−i S

+
i )(S+

i+1S
−
i+1) + (S−i )2(S+

i+1)2+

4(Szi )2(Szi+1)2 + 2(S+
i S

z
i )(S−i+1S

z
i+1) + 2(Szi S

+
i )(Szi+1S

−
i+1)

+2(Szi S
−
i )(Szi+1S

+
i+1) + 2(S−i S

z
i )(S+

i+1S
z
i+1)

)}

Door de Hamiltoniaan op deze manier te schrijven is het duidelijk dat we δ = 12 interactie-termen

hebben tussen site i en site i + 1, met interactie-range η = 1. Dit model is exact oplosbaar als

θ = arctan 1
3 (dan spreken we van het AKLT model, genoemd naar Affleck, Kennedy, Lieb en

Tasaki), op voorwaarde dat de spin op site 1 en L gelijk is aan 1
2 (zie hieronder voor iets meer

uitleg). In dat geval kunnen we de bovenstaande Hamiltoniaan in verband brengen met een

projectie-operator op een spin S = 2 ([5]) en men kan aantonen dat de exacte oplossing (voor

open randvoorwaarden met spin 1
2 op site 1 en L en spin 1 op de overige sites) dan gelijk is aan

E0 = −2

3
cos θ(L− 1). (3.18)

Bij de implementatie van het AKLT-model hebben alle sites dus een spin S = 1 behalve de sites

1 en L die een spin S = 1
2 hebben (hierdoor bekomen we een exact oplosbaar model dat we

kunnen linken aan projectie-operatoren ([24]), net zoals we dat deden bij het exact oplosbaar

J1−J2 model; de gëınteresseerde lezer kan meer info vinden in ([25])). Dit kan gëımplementeerd

worden door een zogenaamde edge-dimensie dedge in te voeren. Alle sites 2 tot L − 1 hebben
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in het AKLT-model een fysische dimensie 3 (overeenkomend met de 3 mogelijke spinprojecties),

maar sites 1 en L hebben een fysische dimensie gelijk aan 2 (aangezien er slechts 2 mogelijke

spinprojecties zijn), dus dedge = 2. Bij het opstellen van de MPS en de verschillende X- en

Y -blokken dienen we dus rekening te houden met deze kleine aanpassing. We vermelden voor

de volledigheid dat alle matrices als (3 × 3)-matrices gëımplementeerd worden, maar op site 1

en L voegen we gewoon nullen toe aan de fysische (2× 2)-matrices.

We controleren het exact oplosbare geval expliciet met het VMPS-programma bij D = 2. Het

resultaat wordt weergegeven in figuur (3.14). Ook hier vinden we een perfecte overeenkomst. Dus

de kwadratische term
(
Ŝi ◦ Ŝi+1

)2
kan goed beschreven worden met het programma. Dat we bij

D = 2 opnieuw een exacte overeenkomst vinden heeft te maken met de specifieke structuur van

de grondtoestand (net zoals bij het Majumdar-Ghosh model). Als we de Hamiltoniaan zouden

uitrekenen zonder edge-dimensie dan blijkt dat de grondtoestand 4-voudig ontaard is als we open

randvoorwaarden opleggen. Deze studie valt echter buiten het bestek van de thesis. We verwijzen

hiervoor naar de literatuur ([26]). Voor de volledigheid vermelden we nog de referentie naar een

meer theoretisch gericht artikel over het fasendiagram van het BB model ([20]). Daar wordt

ook de verstrengelingsentropie berekend en vergeleken met analytische resultaten uit conforme

veldentheorie (zoals we hierboven gedaan hebben in het geval van het isotroop Heisenbergmodel).

Figuur 3.14: Grondtoestandsenergie (~ = 1) als functie van L voor θ = arctan 1
3 .
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Hoofdstuk 4

Fermionsystemen

Tot nu toe hebben we steeds spinsystemen behandeld terwijl de Hamiltoniaan (2.19) wel

algemeen geldig is. Bij de implementatie zijn we echter wel uitgegaan van eigenschappen die

specifiek gelden voor spinsystemen. We hebben reeds vermeld dat dit geen beperkingen oplegt

aan de fysische systemen die we kunnen bestuderen aangezien via een geschikte transformatie een

fermionsysteem kan afgebeeld worden op een spinsysteem. Dit is de zogenaamde Jordan-Wigner-

transformatie (een beschrijving van deze transformatie voor het Hubbard model is te vinden in

[27]). We kunnen echter ook het spin-algoritme recycleren om een werkend programma voor

fermionische systemen te ontwikkelen. Het is deze laatste strategie die we in dit hoofdstuk zullen

toepassen. De resultaten van het algoritme zullen getoetst worden aan het ééndimensionale

Hubbard model. Uitbreidingen naar long-range fermionische kettingen worden ook besproken

en we testen de methode met behulp van het (ééndimensionale) t1− t2 model. We zullen echter

eerst enkele belangrijke concepten invoeren uit de fundamentele veeldeeltjesfysica die van belang

zijn in de verdere behandeling van fermionen.

4.1 Fundamentele aspecten van de veeldeeltjesfysica

Om een veeldeeltjessysteem te beschrijven is een elegant formalisme voorhanden dat ons toelaat

veeldeeltjessystemen op een nette wijze te schrijven in termen van de ééndeeltjestoestanden. In

deze sectie zullen we een aantal fundamentele concepten uit de veeldeeltjesfysica invoeren om

ze later te kunnen toepassen in de beschreven systemen. Een uitstekende behandeling van deze

concepten is te vinden in ([28]). De volgende secties vormen een compacte samenvatting van

hoofdstukken 1 en 2 uit ([28]). We verwijzen de lezer dan ook naar dit boek voor meer informatie

en voor de afleiding van een aantal bewijzen waarvan hieronder slechts het eindresultaat wordt

vermeld.

4.1.1 Inleiding

Aangezien de veeldeeltjesfysica de kwantummechanica van meerdere (N) deeltjes beschrijft,

dienen we een aantal theoretische concepten in te voeren om dergelijke N -deeltjestoestanden op

een compacte manier weer te geven (die we ontlenen aan ([28])). Een N -deeltjestoestand (of

productstate) noteren we in functie van orthonormale ééndeeltjestoestanden |αi〉 als

|α1α2 . . . αN ) = |α1〉 |α2〉 . . . |αN 〉 (4.1)

56



met gepaste orthonormaliteitsrelatie

(α1α2 . . . αN |α′1α′2 . . . α′N ) = 〈α1|α′1 〉 〈α2|α′2 〉 . . . 〈αN |α′N 〉 = δα1,α′1
δα2,α′2

. . . δαN ,α′N (4.2)

en bijhorende compleetheidsrelatie

∑

α1α2...αN

|α1α2 . . . αN )(α1α2 . . . αN | = 1. (4.3)

Deze productstates bevatten nog niet de correcte symmetrie die we aan respectievelijk fermionen

en bosonen willen toekennen. Volgens het uitsluitingsprincipe van Pauli moet de golffunctie van

een N -fermionsysteem compleet anti-symmetrisch zijn onder verwisseling van 2 willekeurige

ononderscheidbare deeltjes. De compleet symmetrische golffunctie karakteriseert dan een N -

bosonsysteem. Toestanden die reeds ge(anti)symmetriseerd zijn worden genoteerd als

|α1α2 . . . αN 〉 . (4.4)

Voor fermionen (die een anti-symmetrische golffunctie moeten hebben) geldt dan bijvoorbeeld

|α1α2〉 = − |α2α1〉 . (4.5)

4.1.2 De Fock-ruimte

Om veeldeeltjestoestanden te beschrijven die voldoen aan bepaalde symmetrieën kan men met

voordeel gebruik maken van de bezettingsgraadrepresentatie of tweede kwantisatie ([28]). We

werken dit uit voor fermionen. In plaats van te werken met een vectorruimte met een vast

aantal deeltjes werkt de tweede kwantisatie met een vectorruimte die een directe som is van

de vacuümtoestand |0〉, de complete set van ééndeeltjestoestanden {|α〉}, de complete set van

geantisymmetriseerde tweedeeltjestoestanden {|α1α2〉} en zo verder tot de complete set van een

oneindig aantal deeltjes de som afsluit. Dit is de zogenaamde Fock-ruimte en kan symbolisch

uitgedrukt worden als

|0〉 ⊕ {|α〉} ⊕ {|α1α2〉} ⊕ . . .⊕ {|α1 . . . α∞〉} = |0〉
{
⊕∞n=1 |

n∏

i=1

αi 〉
}
. (4.6)

4.1.3 Creatie- en annihilatie-operatoren

Om de Hamiltoniaan in tweede kwantisatie neer te schrijven, dienen we 2 operatoren in te voeren.

Bij definitie ([28]) wordt de creatie-operator a†α bepaald aan de hand van volgende relatie

a†α |α1α2 . . . αN 〉 ≡ |αα1α2 . . . αN 〉 . (4.7)

Men kan nu uitgaande van deze definitie ook de toegevoegde annihilatie-operator aα bepalen.

Men voert daartoe een gepaste compleetheidsrelatie in en maakt vervolgens gebruik van (4.7)

om uiteindelijk

aα |α1α2 . . . αN 〉 = (−1)i−1 |α1α2 . . . αi−1αi+1 . . . αN 〉 δα,αi i = 1, . . . , N (4.8)

te bekomen ([28]). Als α 6= αi voor i = 1, . . . , N dan is dus aα |α1α2 . . . αN 〉 = 0. We vermelden

ook de anti-commutatierelaties waaraan deze operatoren moeten voldoen ([28]).
{
aα, a

†
β

}
= aαa

†
β + a†βaα = δα,β (4.9)
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{aα, aβ} =
{
a†α, a

†
β

}
= 0 (4.10)

Men kan inzien dat de naamgeving van de operatoren zinvol is door op te merken dat het

inwerken van een creatie-operator a†α op de vacuümtoestand |0〉 een ééndeeltjestoestand creëert.

Past men op een dergelijke ééndeeltjestoestand opnieuw een creatie-operator a†β toe dan bekomt

men een geantisymmetriseerde tweedeeltjestoestand, enzovoort. Op dergelijke manier bekomt

men alle complete sets die de Fock-ruimte opbouwen ([28]):

|α1α2 . . . αN 〉 = a†α1
|α2 . . . αN 〉 = a†α1

a†α2
|α3 . . . αN 〉 = . . . =

N∏

i=1

a†αi |0〉 (4.11)

Dat een dergelijke toestand anti-symmetrisch is (een primordiale vereiste voor fermionen) volgt

onmiddellijk door het toepassen van (4.10). We merken nog op dat de bezettingsgraad nαi van

een fermiontoestand αi enkel 0 of 1 is (inachtgenomen dat de kwantumtoestand αi ook informatie

over de spin bevat). Zo schrijven we bijvoorbeeld ([28])

|nα1 = 1, nα2 = 1, nα3 = 1, 0, . . . , 0〉 = |α1α2α3〉 (4.12)

4.1.4 Ééndeeltjesoperatoren in de Fock-ruimte

Beschouw een ééndeeltjesoperator F , dan wordt deze operator volledig bepaald door de

matrixelementen 〈α|F |β〉 wat men makkelijk kan inzien door opnieuw 2 compleetheidsrelaties

in te voeren

F =
∑

α

∑

β

|α〉 〈α|F |β〉 〈β| . (4.13)

Voor een ruimte met N deeltjes wordt de N -deeltjesoperator FN gegeven door

FN =

N∑

i=1

F (i) (4.14)

waarbij F (i) inwerkt op deeltje i. We wensen deze ééndeeltjesoperator (omdat elke component

in FN slechts inwerkt op een ééndeeltjestoestand) nu neer te schrijven in functie van de zopas

ingevoerde creatie - en annihilatie-operatoren teneinde een operator te bekomen die gepast

inwerkt op een Fock-ruimte. Men kan aantonen ([28]) dat een dergelijke Fock-operator bestaat

en compleet equivalent is met (4.13). De corresponderende ééndeeltjes Fock-operator (genoteerd

met F̂ ) wordt gegeven door

F̂ =
∑

αβ

〈α|F |β〉 a†αaβ. (4.15)

De kinetische energie-operator T̂ kan bijvoorbeeld in deze vorm uitgedrukt worden (met dan

F̂ = T̂ ).

4.1.5 Tweedeeltjesoperatoren in de Fock-ruimte

Een tweedeeltjesoperator werkt in op 2 toestanden en noteren we in het geval van een

tweedeeltjesproductruimte als

V =
∑

αβ

∑

γδ

|αβ) (αβ|V |γδ) (γδ| . (4.16)

58



In een N -deeltjesruimte wordt de uitbreiding hiervan gegeven door

VN =
N∑

i<j=1

V (i, j) =
1

2

N∑

i 6=j
V (i, j) (4.17)

waarbij elke V (i, j) enkel werkt op de deeltjes i en j. Men kan aantonen ([28]) dat een dergelijke

operator in tweede kwantisatie geschreven kan worden als

V̂ =
1

2

∑

αβγδ

(αβ|V |γδ) a†αa†βaδaγ . (4.18)

Let hierbij vooral op de volgorde van γ en δ. Een voorbeeld van een dergelijke operator is

de interactie-operator tussen 2 elektronen. Nu hebben we alle concepten in handen om de

Hamiltoniaan van een veeldeeltjessysteem te beschrijven in tweede kwantisatie ([28]):

Ĥ =
∑

αβ

〈α|T |β〉 a†αaβ +
1

2

∑

αβγδ

(αβ|V |γδ) a†αa†βaδaγ . (4.19)

4.2 Van spin-roosters naar fermion-roosters

We zullen nu trachten fermionische systemen te bestuderen met behulp van ons algoritme. We

ontwikkelen het programma in eerste instantie voor fermion Hamiltonianen van de vorm

H = −
∑

s∈(↑,↓)

∑

i<j

Tij

(
a†i,saj,s + a†j,sai,s

)
+ U

L∑

i=1

a†i,↑ai,↑a
†
i,↓ai,↓

= −
∑

s∈(↑,↓)

∑

i<j

Tij

(
a†i,saj,s + a†j,sai,s

)
+ U

L∑

i=1

ni,↑ni,↓. (4.20)

Grofweg komt het er dus op neer dat spin-operatoren vervangen zijn door creatie- en annihilatie-

operatoren van ↑ en ↓ deeltjes (ook geassocieerd aan een bepaalde site). De getallen Tij ∈ R
spelen hier de rol van koppelconstante en U ∈ R kan gezien worden als de sterkte van de

on-site repulsie (U > 0) of attractie (U < 0). Om een dergelijke Hamiltoniaan correct te

implementeren in ons spin-algoritme zijn er 2 belangrijke aanpassingen nodig: enerzijds moeten

we een gewenst deeltjesaantal opleggen en anderzijds zijn er additionele fasefactoren bij long-

range systemen nodig. Voor we deze aanpassingen toelichten, moeten we natuurlijk eerst een

lokale basis definiëren en geschikte matrixvoorstellingen voor de verschillende operatoren vinden.

De fysische dimensie van een site is in dit geval gelijk aan 4 omdat er per site 4 mogelijke

toestanden zijn: de site is onbezet wat overeenkomt met het vacuüm |0〉, de site bevat een spin

up |↑〉, de site bevat een spin down |↓〉 en tot slot kan de site ook bezet zijn door 2 deeltjes met

tegengestelde spin (Pauli) |↑↓〉. Als we als basis (in die volgorde) dus

{|0〉 , |↑〉 , |↓〉 , |↑↓〉} ≡ {




1

0

0

0



,




0

1

0

0



,




0

0

1

0



,




0

0

0

1



}
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vooropstellen, dan kunnen we de number-operatoren n̂i,s uitdrukken als

n̂i,↑ =




0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1



, n̂i,↓ =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



.

Immers, voor n̂i,↑ vormen de basisvectoren een set van eigenvectoren met eigenwaarde 0 of 1

al naar gelang site i geen of wel een spin up bevat (analoog voor n̂i,↓). De conventie omtrent

de volgorde van de basisvectoren moet men voor alles blijven aanhouden en is essentieel in de

definitie van de matrices. Nu moeten we nog een matrixrepresentatie vinden voor de creatie- en

annihilatie-operatoren. Daartoe starten we van een model dat enkel dichtste-nabuur interacties

bevat (de uitbreiding naar long-range vergt de invoering van additionele fasefactoren zoals we

verderop zullen zien). Beschouw voor de volgende behandeling figuur (4.1). De term a†i,saj,s met

A B C
D

Figuur 4.1: Fermionisch rooster met dichtste-nabuur interacties.

i < j zal zich in dit geval reduceren tot a†i,sai+1,s. Dat betekent dat deze operator een deeltje

met spin s op site i + 1 annihileert en dat deeltje naar site i wil verplaatsen (want a†i,s creëert

een deeltje met spin s op site i). Dit is enkel mogelijk als site i nog geen deeltje met spin s bevat

(wegens
{
a†i,s, a

†
j,s′

}
= 0, ∀(i, j, s, s′)) en als er effectief een deeltje met spin s aanwezig is op site

i+ 1 (wegens ai+1,s |0〉 = 0 en de anti-commutatierelatie
{
ai,s, a

†
j,s′

}
= δi,jδs,s′).

Zoals we hiervoor gezien hebben zullen creatie-operatoren aanleiding geven tot een bepaalde

toestand van het rooster wanneer ze inwerken op het vacuüm. Op die manier kan men alle

mogelijke toestanden |ψ〉 van het fermionisch rooster schrijven in termen van creatie-operatoren

die op het vacuüm inwerken. Merk op dat een superpositie van dergelijke toestanden formeel

overeenkomt met een MPS (hoewel er een aantal kleine aanpassingen nodig zijn qua fase, zie

later). We vinden dus dat 〈ψ| a†i,sai+1,s |ψ〉 = 0 als er niet voldaan is aan de 2 bovengenoemde

voorwaarden (wegens de anti-commutatierelaties). Bovendien moet men er ook nog op letten (als

gevolg van de vastgelegde volgorde van de basisvectoren) dat er tekenwissels kunnen optreden

als er deeltjes verspringen. Dit wordt gëıllustreerd in figuur (4.1) waar in proces B een spin up

geannihileerd wordt op site i+1 en verplaatst wordt naar site i. Maar daarvoor moet die spin up

wel eerst een spin down op site i passeren, zodat wegens
{
ai,s, a

†
j,s′

}
= δi,jδs,s′ een additioneel

minteken zal optreden in de matrixvoorstelling. We gaan er immers van uit dat een site steeds

een spin up bevat links van een spin down en niet omgekeerd (dit is louter conventie, maar eens
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die vastgelegd is moeten we uiteraard consistent verder werken met deze keuze). Een analoog

proces wordt voorgesteld door pijltje C. Proces D is verboden wegens Pauli (er kunnen nooit

2 gelijke spins op dezelfde site zitten, ofwel
{
a†i,s, a

†
j,s′

}
= 0, ∀(i, j, s, s′)). In proces A gaat de

spin up van site i naar de volgende site i+ 1 zonder tekenwissel omdat er geen spin down meer

aanwezig is op site i. Deze bevindingen laten nu toe om de creatie- en annihilatie-operatoren

voor de spin up en spin down deeltjes te construeren in het geval we enkel dichtste-nabuur

interacties beschouwen. Deze set van matrices hoort dus bij elkaar en is niet meer correct indien

we de interactie van site i met site i + n, n > 1 beschouwen. Daarvoor zullen additionele fase-

factoren nodig zijn (zie verder). De set matrices behorend bij dichtste-nabuur interacties is

dus

a†i,↑ai+1,↑ =




0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −1 0







0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0




ai,↑a
†
i+1,↑ =




0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 0 0







0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0




a†i,↓ai+1,↓ =




0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0







0 0 1 0

0 0 0 −1

0 0 0 0

0 0 0 0




ai,↓a
†
i+1,↓ =




0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0







0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 −1 0 0



.

(4.21)

Deze matrices werken in op de 4-dimensionale ruimte {|0〉 , |↑〉 , |↓〉 , |↑↓〉} en geven de correcte

interacties als men golffuncties beschouwt die opgebouwd zijn uit creatie-operatoren die op

het vacuüm inwerken (dit is makkelijk te controleren door gebruik te maken van de anti-

commutatierelaties).

4.2.1 Opleggen van het deeltjesaantal: de kwadratische kostfunctie

Veronderstel dat we een fermionisch systeem beschouwen dat beschreven wordt door de

Hamiltoniaan Ĥ. Aangezien fermionen anti-commuteren kunnen er per site maximum twee

deeltjes zitten (een spin up en een spin down deeltje). Dat betekent dat het maximaal aantal

deeltjes op een rooster met lengte L gelijk is aan Nmax = 2L. In wat volgt kijken we steeds naar

systemen met een gegeven en vast aantal deeltjes N ≤ Nmax. Indien er op één site twee deeltjes

aanwezig zijn en U > 0 wordt groter, dan zal de energie stijgen als gevolg van de repulsieve

term. Immers, de operatoren ni,↑ en ni,↓ tellen of er respectievelijk een spin up of spin down

deeltje aanwezig is op site i (zie ook in [28]). Van zodra N > L zal er minstens één site zijn met

twee deeltjes en naarmate N stijgt, zal het aantal positieve bijdragen tot de energie stijgen (als

U > 0). Dit heeft tot gevolg dat het algoritme mogelijks deeltjes zal uitstoten om de energie

terug te verlagen. Aangezien wij a priori wensen op te leggen hoeveel deeltjes er in het systeem

zitten, moeten we er voor zorgen dat er geen deeltjes uitgestoten worden. Om te verzekeren dat

het aantal deeltjes op het rooster gelijk blijft aan een bepaalde vooropgestelde waarde N voegen

we nog een kwadratische kostfunctie f̂(N) toe aan de Hamiltoniaan:

f̂(N) = λ(N̂ −N)2. (4.22)

61



We zullen dus niet Ĥ gebruiken, maar wel

ĤN = Ĥ + λ(N̂ −N)2. (4.23)

Hierbij is λ een parameter, met λ ∈ R+. De operator N̂ is de number-operator die telt hoeveel

deeltjes er in het totale systeem aanwezig zijn:

N̂ =
∑

s∈(↑,↓)

L∑

i=1

a†i,sai,s =
∑

s∈(↑,↓)

L∑

i=1

n̂i,s (4.24)

met L het aantal sites en n̂i,s de number-operator geassocieerd aan site i. De reden dat we λ > 0

moeten kiezen, is om ervoor te zorgen dat alle contributies waarvoor 〈ψ| N̂ |ψ〉 6= N een positieve

bijdrage zullen leveren met als gevolg dat de energie zal stijgen. Het meest gunstige geval wordt

bekomen wanneer 〈ψ| N̂ |ψ〉 = N omdat de contributie van de kostfunctie dan wegvalt. Op die

manier kunnen we het deeltjesaantal N opleggen.

Merk op dat
[
Ĥ, N̂

]
= 0. Dit impliceert dat beide operatoren gemeenschappelijk gediago-

naliseerd kunnen worden en dat er deeltjesbehoud is. Dit betekent echter niet dat de waarde

van N die wij opleggen (wensen) aanleiding zal geven tot de laagste energie voor een gegeven U .

Zoals gezegd zal het energetisch voordeliger zijn om N te verkleinen als U > 0 te groot wordt.

Precies omwille van dit feit is het nodig om een kostfunctie te gebruiken die een gewenste N

kan opleggen. Nadat we met de Hamiltoniaan ĤN een geschikte golffunctie |ψλ〉 gevonden

hebben, berekenen we met deze golffunctie 〈ψλ| Ĥ |ψλ〉 = E om de energie behorend bij de

oorspronkelijke Hamiltoniaan (met N deeltjes) te bepalen. Om er zeker van te zijn dat het

deeltjesaantal overeenkomt met het gewenste aantal berekenen we na de optimalisatie ook nog

〈ψ| N̂ |ψ〉 en controleren of dit effectief gelijk is aan N .

We zullen nu een meer expliciete uitdrukking voor de kostfunctie afleiden in functie van de

number-operatoren geassocieerd aan de spin up en spin down deeltjes op iedere site.

f̂(N)

λ
= N̂2 − 2NN̂ +N2I4×4

=
∑

i,j

(n̂i,↑n̂j,↑ + n̂i,↑n̂j,↓ + n̂i,↓n̂j,↑ + n̂i,↓n̂j,↓)− 2N
∑

i

(n̂i,↑ + n̂i,↓) +N2I4×4

= 2
∑

i<j

(n̂i,↑n̂j,↑ + n̂i,↑n̂j,↓ + n̂i,↓n̂j,↑ + n̂i,↓n̂j,↓)

+
∑

i

(n̂i,↑n̂i,↑ + n̂i,↑n̂i,↓ + n̂i,↓n̂i,↑ + n̂i,↓n̂i,↓)− 2N
∑

i

(n̂i,↑ + n̂i,↓) +
∑

i

N2

L
I4×4

Dit is formeel dezelfde vorm als de oorspronkelijk ingevoerde fermion Hamiltoniaan. Qua

implementatie moeten we er op letten dat deze Hamiltoniaan niet interfereert met de fysische

Hamiltoniaan (er mogen dus geen interactie-termen komen tussen de 2 Hamiltonianen). Het

programma wordt zo herschreven dat beide Hamiltonianen analoog, maar los van elkaar,

behandeld worden. Bij het uitrekenen van de effectieve Hamiltoniaan worden de 2 contributies

dan gewoonweg gesommeerd en de som wordt gebruikt in de eigenvaluesolver. Er worden dus

ook verschillende X- en Y -blokken aangemaakt, corresponderend met de verschillende bijdragen.
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Het algoritme verandert op zich echter niet: we beschouwen gewoon verschillende contributies

die op analoge manier uitgerekend worden (we dienen wel in sommige gevallen nog fases in

rekening te brengen, zie verderop).

Invloed van de kostparameter λ

Vermits de paramter U de grootte van de repulsie bepaalt, zullen we λ gunstig moeten kiezen

in functie van de energieschaal van de Hamiltoniaan. Immers, als we λ kleiner kiezen als de

meest relevante energieschaal van het systeem, dan zal de contributie λ(N̂ − N)2 de energie

niet voldoende kunnen doen stijgen in vergelijking met de daling in energie die je bekomt door

deeltjes uit te stoten (precies omdat U in dat geval zal domineren op λ en beide geven een

positieve bijdrage tot de energie, dus als λ te klein is, is het voordeliger om de contributie

komende van U te wijzigen). Het is dus belangrijk om λ voldoende groot te kiezen (daarover

later meer bij het Hubbard model).

4.2.2 Long-range fermionsystemen

We hebben reeds matrixvoorstellingen afgeleid in het geval van dichtste-nabuur interacties.

Indien we long-range interacties beschouwen moeten we echter rekening houden met additionele

tekenwissels als gevolg van de anti-commutatierelaties. Beschouw daartoe opnieuw figuur (4.1)

en veronderstel dat we de spin up van de laatste site (site 5) willen verplaatsen naar de tweede

site. Dit proces wordt voorgesteld door de operator a†2,↑a5,↑. Het systeem zelf bevindt zich in

de toestand

|ψ〉 = a†1,↑a
†
2,↓a

†
3,↑a

†
3,↓a

†
4,↑a

†
5,↑a

†
5,↓ |0〉 . (4.25)

Lokaal (dus op de site zelf) zijn de matrixvoorstellingen (4.21) nog steeds in orde. Maar dit is

in de veronderstelling dat de twee sites naast elkaar liggen. Als er meerdere sites tussenliggen

dan zorgen de anti-commutatierelaties voor extra tekenwissels. Telkens een spin up of spin down

gepasseerd wordt, moet men hierdoor een extra min-teken in rekening brengen. Concreet heeft

de operator a†i,↑ai+j,↑, j > 1 dezelfde matrixvoorstelling als a†i,↑ai+1,↑ maar wel gecorrigeerd met

een additionele fase-factor

(−1)
∑i+j−1
k=i+1 nk (4.26)

met nk = nk,↑ + nk,↓ het aantal deeltjes op site k. Een even aantal deeltjes tussen i en i + j

zal dus geen invloed hebben, terwijl een oneven aantal deeltjes aanleiding geeft tot een extra

fase −1. In het voorbeeld van hierboven heeft a†2,↑a5,↑ dezelfde matrixvoorstelling als a†2,↑a3,↑
maar gecorrigeerd met een factor (−1)3 omdat er drie spins tussen site 2 en site 5 aanwezig zijn.

Door deze correctie wordt er (samen met de matrixvoorstellingen (4.21)) steeds voldaan aan de

fundamentele anti-commutatierelaties. Dit kan gëımplementeerd worden door op te merken dat

de MPS golffunctie van een fermionisch systeem kan voorgesteld worden als

|ψ〉 =
∑

s1...sL

M s1 . . .M sL |s1 . . . sL〉 (4.27)

waarbij si = {|0〉 , |↑〉 , |↓〉 , |↑↓〉} ≡ {1, 2, 3, 4} en M si opnieuw matrices zijn. Dat betekent dat

wanneer si in de toestand 2 of 3 zit (dus als er maar 1 deeltje aanwezig is op site i) er voor

site i een fasefactor −1 in rekening moet gebracht worden. In het algoritme volstaat het dus
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om bij de constructie van de Y -blokken en bij het uitrekenen van de interactie tussen linker- en

rechterblok in de effectieve Hamiltoniaan de corresponderende M si te vermenigvuldigen met −1

indien si = 2, 3. Bij de constructie van de Y -blokken moet de fasefactor in rekening gebracht

worden als de volgende site aan het vorige Y -blok gekleefd wordt. We hebben in dat geval

contracties van de vorm ∑

k,m,σl

(
(Y L
l−1)nα+1

)
k,m

Mσl
m,jM

σl∗
k,i (4.28)

die voor fermionen aangepast worden tot

∑

k,m,sl

(
(Y L
l−1)nα+1

)
k,m

M sl
m,jM

sl∗
k,i (−1)P (sl) (4.29)

waarbij

P (sl) = 2(δsl,1 + δsl,4) + (δsl,2 + δsl,3). (4.30)

Bij de sommatie over sl zal er op die manier automatisch rekening gehouden worden met de extra

fasefactor. Een analoge aanpassing gebeurt bij het uitrekenen van de interactie-term tussen het

linker- en rechterblok (waarbij de fasefactor in dit geval afkomstig is van de te optimaliseren

site l) en bij de constructie van de Y R-blokken. Deze aanpassingen zijn voldoende om alle extra

fases in rekening te brengen. Men dient dit wel met enige voorzichtigheid aan te pakken, want

niet alle operatoren geven aanleiding tot een fasefactor. Een number-operator ni,s = a†i,sai,s
bevat twee operatoren zodat het verplaatsen van een dergelijke operator over verschillende sites

steeds twee fasefactoren per site zal geven omdat er telkens twee operatoren verschoven worden.

Dit betekent dat er dus nooit een additionele fase in rekening gebracht moet worden (vermits

(−1)2
∑i+j−1
k=i+1 nk = 1). Daarom is het nuttig om verschillende Hamiltonianen apart te behandelen

(zie vorige sectie). De kostfunctie bevat bijvoorbeeld enkel number-operatoren zodat er nooit

een additionele fase vereist is. De Hamiltoniaan met a†i,sai+j,s-termen heeft echter wel nood aan

extra fasefactoren. Door beide apart te behandelen kunnen we meegeven aan het programma

voor welke Hamiltonianen de fasefactoren in rekening moeten gebracht worden. Op die manier

wordt alles netjes en correct behandeld.

4.3 Het Hubbard-model

Om de accuraatheid van het programma te testen vertrekken we van een zeer befaamd model:

het Hubbard model (in één dimensie). Dit model beschouwt dichtste-nabuur interacties (T )

tussen fermionen en on-site repulsie (U). De Hubbard Hamiltoniaan ([29]) wordt gegeven door

H = −T
∑

s∈(↑,↓)

L−1∑

i=1

(
a†i,sai+1,s + a†i+1,sai,s

)
+ U

L∑

i=1

a†i,↑ai,↑a
†
i,↓ai,↓. (4.31)

Additionele fasefactoren spelen hier nog geen rol aangezien we enkel dichtste-nabuur interacties

beschouwen. In ([29]) wordt er aangetoond dat er (in de limiet L → ∞) een exacte oplossing

bestaat in het geval van half-filling, dat betekent dat het aantal deeltjes N = Nmax
2 = L. De

exacte oplossing (voor T = 1 en L→∞) wordt gegeven door

E0

L
= −4

∫ ∞

0

J0(ω)J1(ω)

ω
(
1 + exp

(
Uω
2

))dω (4.32)
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waarbij J0(ω) en J1(ω) respectievelijk 0-de en 1-ste orde Bessel-functies zijn. Het integrandum

valt vrij snel op nul en we plotten dit in MATLAB met behulp van een quadratuur-methode

waarbij we de bovengrens van de integraal voldoende groot kiezen om het significante deel van

het integrandum in rekening te kunnen brengen. Deze oplossing vergelijken we dan met het

resultaat uit het VMPS-programma. De simulatie werd uitgevoerd met L = N = 6, T = 1 en

D = 16, λ = 10 en het resultaat is te zien in figuur (4.2). Neem aan dat de Hamiltoniaan met de

Figuur 4.2: E
L als functie van U voor een 1D-Hubbard model met L = N = 6, T = 1 en D = 16, λ = 10.

kostfunctie aanleiding geeft tot een golffunctie |ψ〉. De blauwe curve geeft de verwachtingswaarde

〈ψ| Ĥ |ψ〉 (steeds genoteerd als Hphys) terwijl de vierkantjes de verwachtingswaarde 〈ψ| ĤN |ψ〉
(steeds genoteerd als Hmod) geven. We zien dat er geen verschil is tussen beide oplossingen en

dat het dus niet uitmaakt of we nu de fysische Hamiltoniaan of de gemodificeerde Hamiltoniaan

gebruiken om uiteindelijk de energie te bepalen. We dienen echter wel op te merken dat dit

enkel geldt als de kostparameter λ voldoende groot wordt gekozen zoals we zo dadelijk zullen

zien. Daarnaast merken we ook nog op dat de energie boven de exacte energie ligt, wat niet

onlogisch is aangezien de formule strikt gezien enkel geldt in de limiet L → ∞. De vorm

van de curve is echter wel hetzelfde zodat de asymptotische eigenschappen wel goed voorspeld

worden. Ook het deeltjesaantal werd behouden voor elke waarde van U (iets wat we na elke

simulatie controleerden via een extra functie die de verwachtingswaarde van de number-operator

uitrekent). We berekenden daarnaast E/L (~ = 1) voor U = 0 en D = 64 voor grotere waarden

van L en vergelijken dit met exacte resultaten (voor U = 0 heb je een ééndeeltjesprobleem en

kan het exacte resultaat gevonden worden door diagonalisatie van een L × L matrix). In dit

geval werd met λ = 0 ook steeds het deeltjesaantal behouden. Het resultaat is weergegeven in

tabel (4.1). We zien een goede overeenkomst tussen de exacte waarden en de waarden bekomen

met het VMPS programma. Voor L = 6 verwachten we een perfecte overeenkomst met het

exacte resultaat omdat in dat geval D = dbL2 c. Dit is inderdaad het geval (zie tabel (4.1)).

4.3.1 Invloed van de kostparameter λ

We wensen nu ook even stil te staan bij de invloed van de kostparameter. We simuleerden het

Hubbard model voor verschillende waarden van λ en bespreken hieronder kort de bevindingen.
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L Eexact/L(*) EVMPS/L

6 -1.16465306914 -1.16465306914

10 -1.20533483667 -1.20533346501

20 -1.23814899997 -1.23812247319

30 -1.24957737436 -1.24950078441

40 -1.25538985558 -1.25525451485

→∞ -1.27323764229 (**) —

Tabel 4.1: E
L als functie van L voor U = 0 (D = 64, λ = 0). (*) Waarden van S. Wouters. (**) Waarde

uit formule (4.32).

Voor kleine waarden van λ (λ < 10ε met ε de relevante energieschaal van het fysisch systeem)

valt het op dat het opdrijven van U ervoor zorgt dat 〈ψ| Ĥ |ψ〉 en 〈ψ| ĤN |ψ〉 niet meer hetzelfde

resultaat geven (het deeltjesaantal is in dat geval niet gelijk aan het gewenste aantal N).

Daarnaast stijgt de energie als we λ opdrijven (λ > 10ε) tot er een saturatie optreedt en het

niet meer uitmaakt hoe groot we λ precies kiezen (λ mag wel niet oneindig groot worden). Dit

valt te verklaren door het feit dat voor grotere U en te kleine λ het deeltjesaantal daalt. Het

programma wil dus deeltjes uit het systeem werpen om op die manier de energie te doen dalen

(want dan daalt ook de repulsie, die gekenmerkt wordt door de parameter U). Als λ niet groot

genoeg is ten opzichte van U (of T omdat je de meest relevante energieschaal moet bekijken) dan

zal de kostfunctie dus niet in staat zijn om het gewenste deeltjesaantal op te leggen. Daarom

dat het belangrijk is om steeds een goede waarde voor λ te kiezen in functie van U en T . Een

goede vuistregel is λ ≈ 10 max(|T | , |U |),∀T,U te nemen.

4.4 Het t1− t2 model

Om te onderzoeken of de invloed van de additionele fasefactoren juist gëımplementeerd is, kijken

we nu naar een meer geavanceerd model: het t1−t2 model dat naast dichtste-nabuur ook tweede-

orde interacties toelaat. De Hamiltoniaan van een t1− t2 model ([30]) wordt gegeven door

H = −
∑

s∈(↑,↓)

∑

i

(
T1

(
a†i,sai+1,s + a†i+1,sai,s

)
+ T2

(
a†i,sai+2,s + a†i+2,sai,s

))
+U

L∑

i=1

a†i,↑ai,↑a
†
i,↓ai,↓.

(4.33)

In ([30]) vinden we een figuur met de energie en de grootte van de spin Ŝ
2

als functie van U

voor L = 12, N = 6 en T1 = 1, T2 = −0.2. Voor een bepaalde kritische waarde van U (Uc)

wordt de energie onafhankelijk van U en vertoont 〈ψ| Ŝ2 |ψ〉 = S(S + 1) een sprong van 0 naar

12 = 3(4). Het systeem gaat dan over naar de ferromagnetische toestand ([30]). De maximale

spin wordt dan gegeven door S = N
2 (met N het aantal deeltjes). We pogen dit resultaat nu

te reproduceren voor een meer bescheiden systeem met L = 4, N = 2 en T1 = 1, T2 = −0.2

(D = 16, λ = 100). We verwachten dat bij de transitie S gelijk wordt aan S = 1 (omdat we

twee deeltjes in het systeem hebben) en dus S(S + 1) = 2. Het resultaat wordt weergegeven in

figuur (4.3). We vinden hetzelfde verband als in ([30]): een kritische waarde Uc ≈ 7 die aangeeft

wanneer de energie onafhankelijk wordt van U en bij dezelfde Uc een transitie van S(S + 1) van

0 naar 2 (wat we voorspeld hadden). We besluiten hieruit dat ook in het geval van long-range
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fermionsystemen het programma naar behoren werkt.

Figuur 4.3: Energie (rode curve) en S(S + 1) (blauwe curve) als functie van U voor een t1− t2 model

met T1 = 1, T2 = −0.2, L = 4, N = 2 en λ = 100.
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Hoofdstuk 5

H2 molecule

In het voorgaande hoofdstuk hebben we de VMPS-procedure uitgebreid tot fermionsystemen.

De volgende logische stap is dan ook te kijken wat er gebeurt als we roosters van atomen

bekijken. Het modelsysteem waarvan we vertrekken is de H2 molecule. We associëren aan

iedere site een 1s-orbitaal, zodat er op elke site slechts twee deeltjes kunnen zitten (net zoals

in het Hubbard-model). Bij de studie van atomen op een rooster treden er echter belangrijke

complicaties op en het doel van dit hoofdstuk is dan ook deze complicaties toe te lichten en

mogelijke oplosssingen voor te stellen. Hierbij zullen we wel trachten zoveel mogelijk technieken

uit de vorige hoofdstukken te hergebruiken. We eindigen het hoofdstuk met een aantal algemene

beschouwingen die toelaten om het algoritme uit te breiden tot grotere roosters (L > 2), de

zogenaamde H-chains; de algemene gedachtengang die men moet volgen bij het bestuderen van

moleculaire kettingen zal echter al duidelijk worden bij de studie van een H2 molecule.

5.1 Hamiltoniaan van een moleculair systeem

Als we starten van de Born-Oppenheimer benadering dan wordt de (elektronische) Hamiltoniaan

(in atomaire eenheden) van een rooster van N waterstofatomen gegeven door ([28]):

Ĥe = −1

2

∑

i

∇2
i +

∑

i<j

1

|ri − rj |
−

N∑

i=1

M∑

A=1

1

|ri −RA|
(5.1)

waarbij ri de positiecoördinaat van het i-de elektron is en RA de positiecoördinaat van de A-de

kern. De volledige Hamiltoniaan bevat daarnaast nog de repulsie tussen de kernen (die we echter

vast beschouwen binnen het Born-Oppenheimer concept):

Hkernen =
M−1∑

A=1

M∑

B=A+1

1

|RA −RB|
(5.2)

zodat de totale energie gegeven wordt door

Ee +

M−1∑

A=1

M∑

B=A+1

1

|RA −RB|
(5.3)

met Ee de energie overeenkomend met Ĥe. In het geval dat we hier beschouwen zijn er evenveel

kernen als elektronen (N = M = 2). We herschrijven de Hamiltoniaan Ĥe in tweede kwantisatie
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(ingevoerd in vorig hoofdstuk):

Ĥ =
∑

αβ

〈α|O|β〉 a†αaβ +
1

2

∑

αβγδ

(αβ|V |γδ) a†αa†βaδaγ . (5.4)

waarbij {α} = {α1, . . . , αN} een orthonormaal set van eendeeltjestoestanden is ([28]). De

kwantumgetallen per site αi bevatten naast de spincoördinaat ook nog de radiale coördinaten.

Naast de spin van het elektron moeten we immers ook rekening houden met het spatiale orbitaal

waarin het elektron zich bevindt. In deze discussie beperken we ons zoals gezegd tot 1s-orbitalen.

De operator Ô bevat naast de kinetische energie van de elektronen ook de interactie-energie

tussen de kernen en de elektronen en de operator V̂ bevat de interactie-energie tussen de

elektronen. De matrixelementen worden dan gegeven door

〈αi |O| βj〉 = δmαi ,mβj

∫
drϕ∗αi(r)Ôϕβj (r)

(αiβj |V | γkδl) = δmαi ,mγk δmβj ,mδl

∫
dr1dr2ϕ

∗
αi(r1)ϕ∗βj (r2)V̂ ϕγk(r1)ϕδl(r2).

Voor de spatiale orbitalen ϕ gebuiken we Slater-orbitalen uit de STO-6G basis:

ϕαk(r) =
6∑

i=1

nici exp
(
−θi |r−Rαk |2

)
(5.5)

waarbij ci en θi uit tabellen gevonden worden ([31]) en de ni bepaald worden uit

n2
i

∫
dr exp

(
−2θir

2
)

= 1. (5.6)

Deze relatie kan makkelijk uitgewerkt worden door gebruik te maken van
∫ ∞

0

√
u exp (−u) du = Γ

(
3

2

)
=

1

2
Γ

(
1

2

)
=

√
π

2
. (5.7)

Op die manier bekomen we na enig rekenwerk

ni =

(
2θi
π

) 3
4

(5.8)

zodat

ϕαk(r) =
6∑

i=1

(
2θi
π

) 3
4

ci exp (−θi |r−Rαk |) . (5.9)

Let op dat we deze orbitalen nog moeten orthonormaliseren (zie verderop).

De vorm van de Hamiltoniaan (5.4) maakt meteen duidelijk waar de problemen schuilen. Nemen

we als lokale basis immers opnieuw (zoals bij het Hubbard model)

{|0〉 , |↑〉 , |↓〉 , |↑↓〉}

dan hebben we een product van vier operatoren en geen twee. Dit betekent een enorme toename

in rekentijd en we wensen de rekentijd te beperken. We zullen dus een methode moeten

ontwikkelen die zowel snel is als een voldoende accuraat resultaat geeft. Bovendien zijn de

koppelconstantes uit de vorige hoofdstukken hier vervangen door ruimte-integralen. Daarnaast

moeten we ook hier een gewenst deeltjesaantal opleggen (in ons geval N = 2 voor de H2

molecule).
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5.2 Bepaling van de ruimte-integralen

Om moleculaire kettingen te beschrijven dienen we als eerste aanpassing de gebruikte basisfunc-

ties (dus de STO-6G basis in dit geval) te orthonormaliseren. De orbitalen worden geassocieerd

aan een bepaald atoom (positie van de kern) met als gevolg dat de overlap tussen twee orbitalen

gecentreerd op verschillende atomen niet nul zal zijn. We moeten de basis dus eerst transformeren

naar een orthonormale basis. In ([32]) wordt aangetoond (via een kleinste kwadraten methode)

dat de basisfuncties ϕαk(r) ≡ ϕk(r) (we kijken nu enkel naar de spatiale afhankelijkheid)

kunnen geschreven worden in termen van een set orthonormale functies ψj(r). We zullen de

matrixelementen uitrekenen in de |ψj〉 basis en werken voor alle verdere berekeningen dus in de

orthonormale basis (wat noodzakelijk is omdat er anders zaken binnen de tweede kwantisatie

veranderen). Het verband tussen ϕk(r) en ψj(r) ([32]) wordt gegeven door

ψj(r) =
∑

k

ϕk(r)
(

∆−
1
2

)
k,j

=
∑

k

6∑

i=1

nici exp
(
−θi |r−Rk|2

)(
∆−

1
2

)
k,j

(5.10)

waarbij

∆k,j = 〈ϕk| ϕj〉 (5.11)

de overlap-matrix is tussen de niet-orthogonale basisfuncties. De matrix ∆−
1
2 wordt bekomen

door de eigenwaarden (gecollecteerd in de diagonaalmatrix Σ) en de eigenvectoren (gecollecteerd

in de matrix V ) van ∆ te berekenen en ∆−
1
2 vervolgens te schrijven als

∆−
1
2 = V Σ−

1
2V −1. (5.12)

De bovenstaande transformatie (5.10) staat ook gekend als de Lowdin transformatie. In het

vervolg noteren we ∆−
1
2 als Λ.

Een volgende stap bestaat erin de ruimte-integralen uit te rekenen. Voor basisfuncties van het

type

exp
(
−ζ(r−R)2

)
, ζ ∈ R (5.13)

met r de elektron-coördinaat en R de positie van de kern, worden alle nodige ruimte-integralen

uitgewerkt in ([33]). We nemen de resultaten uit dit artikel dan ook over, maar dienen er op te

letten dat we hier 6 verschillende functies per kern (exp
(
−ζa(r−R)2

)
, a = 1 . . . 6) beschouwen.

Concreet betekent dit dat er voor elke basisfunctie in de ruimte-integraal een som moet ingevoerd

worden over deze 6 termen. De kinetische energie-integraal (die uitgerekend wordt over 2

basisfuncties) zal dan bijvoorbeeld bestaan uit 36 = 62 contributies waarbij elke contributie

gegeven wordt door een uitdrukking uit ([33]). We vatten hieronder de resultaten samen en

merken nogmaals op dat we de ruimte-integralen uitrekenen voor 1s-orbitalen.

5.2.1 Kinetische energie

Voor de kinetische energie zijn matrixelementen van het type Tij = 〈ψi| T̂ |ψj〉 vereist. Deze

elementen zijn diagonaal in de spin zodat msi = msj . De ψi zijn de orthonormale basisfuncties,

70



maar in ([33]) worden de ruimte-integralen uitgerekend in de ϕk(r)-basis zodat er geldt

Tij =
∑

k,l

Λ∗k,iΛl,j 〈ϕk| T̂ |ϕl〉

=
∑

k,l

6∑

a,b=1

Λ∗k,iΛl,jcacbnanb∆
a,b
k,l ξ

b
a

(
3− 2ξba |Rk −Rl|2

)
(5.14)

met

ϕk(r) =
6∑

i=1

nici exp
(
−θi |r−Rk|2

)
, ξba =

θaθb
ζba

, ζba = θa + θb (5.15)

en

∆a,b
k,l =

(
π

ζba

) 3
2

exp
(
−ξba |Rk −Rl|2

)
. (5.16)

We merken op dat Tij = Tji; dit is van belang om geen overbodige berekeningen te doen.

5.2.2 Attractieve elektron-kern interactie

Vervolgens dienen we de interactie van de M kernen met de elektronen te beschouwen. Daartoe

moeten we het matrixelement Uij =
∑M

m=1 〈ψi| 1
|r−Rm| |ψj〉 uitwerken. Ook hiervoor vinden we

analytische uitdrukkingen in ([33])

Uij =

M∑

m=1

∑

k,l

6∑

a,b=1

Λ∗k,iΛl,jcacbnanb∆
a,b
k,l

(
2

√
ζba
π
F0(Uk,l,ma,b )

)
(5.17)

met

Uk,l,ma,b = ζba

∣∣∣Pk,l
a,b −Rm

∣∣∣
2
, Pk,l

a,b =
θaRk + θbRl

θa + θb
(5.18)

en

F0(U) =

∫ 1

0
dt exp(−Ut2). (5.19)

De overige symbolen werden reeds verklaard bij de kinetische energie en zullen ook in wat volgt

nog gebruikt worden. Ook hier geldt dat Uij = Uji.

5.2.3 Repulsieve elektron-elektron interactie

Tot slot dienen we nog de repulsie tussen de elektronen in rekening te brengen. Deze term hangt

af van vier kern-posities i, j, k, l en wordt genoteerd als (ij|V |kl) = Vijkl (we werken dus niet

met het gesymmetriseerd matrixelement, zie Hoofdstuk 2 van ([28])). Met behulp van ([33])

vinden we dan

Vijkl =
∑

m,n,p,q

6∑

a,b,c,d=1

Λ∗m,iΛ
∗
n,jΛp,kΛq,lcacbcccdnanbncnd

((
ζca + ζdb

)− 1
2
K(θa, θc,Rm,Rp)K(θb, θd,Rn,Rq)F0(T )

)
(5.20)

met

K(θi, θj ,A,B) =

√
2π

5
4

ζji
exp

(
−θiθj
ζji
|A−B|2

)
(5.21)
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en

T =
ζcaζ

d
b

ζca + ζdb
|R−Q|2 , R =

θaRm + θcRp

ζca
, Q =

θbRn + θdRq

ζdb
. (5.22)

Ook de Vijkl bevat een aantal belangrijke symmetrieën wegens het reëel zijn van de golffuncties:

Vijkl = Vkjil = Vilkj = Vjilk = Vklij = Vlijk = Vjkli = Vlkji. (5.23)

De repulsieve interactie zal de rekentijd enorm opdrijven als gevolg van de 4-center integralen.

We kunnen echter een zinvolle vereenvoudiging doen zonder de fysica al te veel te veranderen.

Van zodra de atomaire orbitalen voldoende ver van elkaar verwijderd zijn daalt de waarde van

de interactie vrij snel. Het is dan ook overbodig om deze termen verder mee te nemen in de

berekeningen. De fout die men hierdoor maakt blijft klein indien we de drempel zinvol kiezen.

We kunnen bijvoorbeeld stellen dat orbitalen die Lth van elkaar verwijderd zijn bijna geen

invloed meer hebben op elkaar wegens de screening van de tussenliggende orbitalen. Als gevolg

daarvan zullen we alle interactietermen tussen sites die verder dan Lth van elkaar liggen niet

meer berekenen. Op die manier kan de rekentijd beperkt worden en behouden we toch nog een

accuraat resultaat (als Lth goed gekozen is; je mag de termen pas verwaarlozen als ze voldoende

klein geworden zijn, bijvoorbeeld van de orde 10−6, maar die keuze hangt natuurlijk af van de

gewenste accuraatheid).

5.3 De tweedeeltjesinteractie V̂

De eendeeltjes-operatoren T̂ en Û geven in tweede kwantisatie analoge Hamiltonianen als in

het Hubbard model (waarbij de koppelsterktes nu bepaald worden door de ruimte-integralen).

Voor deze termen kunnen we het fermionisch algoritme hergebruiken, maar voor de V̂ interactie

zullen we een aangepast formalisme moeten ontwikkelen omdat we een product hebben van 4

operatoren (a†αa
†
βaδaγ) en geen 2 zoals bij het Hubbard model. Om het geheel op een compacte

en nette manier te implementeren zullen we

1

2

∑

αβγδ

(αβ|V |γδ) a†αa†βaδaγ (5.24)

herschikken in een geordende som (analoog aan de
∑

i<j uit het Hubbard model) teneinde een

iteratieve procedure mogelijk te maken waarbij het volgende blok uit het vorige geconstrueerd

kan worden. We identificeren eerst de relevante kwantumgetallen |α〉 ≡ |i, s〉 met i de positie

van de i-de kern en s de spin van een elektron in het orbitaal geassocieerd aan de i-de site.

Aangezien de V -interactie spin-onafhankelijk is geldt er meteen

(αβ|V |γδ) ≡
(
(i, s)(j, s′)|V |(k, s3)(l, s4)

)
= δs,s3δs′,s4 (ij|V |kl) . (5.25)

We zullen de interactie nu opdelen in een stuk bestaande uit operatoren die slechts op één site

inwerken, een stuk met operatoren die op twee sites inwerken, een stuk dat op drie sites inwerkt

en tot slot een stuk dat op vier sites inwerkt. We zullen steeds meer en meer geordende producten

invoeren en een gepaste herlabeling toepassen om zo tot een geordende som te komen. In het

onderstaande noteren we a†i,sa
†
j,s′ak,sal,s′ = −a†i,sa

†
j,s′al,s′ak,s als fijkl (de (s, s′) indices worden

weggelaten maar we letten er wel op dat ze in onderstaande afleiding steeds in de volgorde
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(s−s′−s−s′) blijven staan in fijkl; de eerste en derde operator hebben dus steeds een spin s en

de andere twee een spin s′). De eerste 2 benedenindices in fijkl hebben betrekking op de creatie-

operatoren en de laatste 2 op de annihilatie-operatoren. Zo is bijvoorbeeld a†k,sa
†
j,s′al,sai,s′ gelijk

aan fkjli. Op die manier kan men de tweedeeltjesinteractie als volgt herschrijven (de som over

(s, s′) en de factor −1
2 worden vanaf de tweede regel weggelaten en pas in de laatste regel terug

ingevoerd)

V̂ = −1

2

∑

i,j,k,l

∑

s,s′

Vijklfijkl

=
∑

i,j

(∑

k<l

+
∑

k>l

+
∑

k=l

)
Vijklfijkl

=
∑

i,j,k

Vijkkfijkk +
∑

i,j

∑

k<l

(Vijklfijkl + Vijlkfijlk)

=
∑

i,j

Vijjjfijjj +
∑

i

∑

j<k

(Vijkkfijkk + Vikjjfikjj) +

∑

i


 ∑

j<k<l

+
∑

(j=k)<l

+
∑

k<j<l

+
∑

k<(j=l)

+
∑

k<l<j


 (Vijklfijkl + Vijlkfijlk)

= . . .

= −1

2

∑

s,s′


∑

i

Viiiifiiii +
∑

i<j

V 2
ij +

∑

i<j<k

V 3
ijk +

∑

i<j<k<l

V 4
ijkl


 (5.26)

Als we steeds ordening blijven invoeren dan bekomen we uiteindelijk vier bijdragen voor de

tweedeeltjesinteractie. De eerste bijdrage werkt lokaal op site i (met sterkte Viiii) terwijl de

tweede bijdrage V 2
ij alle interactietermen met twee sites (i, j) bevat. Deze bijdragen zijn dus

volledig analoog als in het Hubbard model en men kan dan ook zonder meer het fermion-

programma hergebruiken. De bijdragen V 3
ijk en V 4

ijkl bevatten echter de interactie van drie

respectievelijk vier sites en zijn volledig nieuw in het opzicht dat er geen X en Y blokken zijn

in het bestaande programma die in staat zijn om deze termen te implementeren. We vermelden

hier ook dat V 3 maar liefst δ3 = 60 verschillende interactietermen bevat en V 4 heeft er δ4 = 48

(ter vergelijking: het isotroop Heisenbergmodel heeft er maar δ = 3). Voor het geval dat wij

bestuderen, de H2 molecule, hebben we echter enkel de V 2
ij bijdrage nodig (die volledig uitgewerkt

staat in Appendix E). We zullen op het einde wel aangeven hoe deze V 3 en V 4 bijdragen kunnen

gëımplementeerd worden.

5.4 Energie en dissociatiecurve van een H2 molecule

In dit onderdeel trachten we de accuraatheid van het programma te testen door de resultaten

te vergelijken met resultaten afkomstig van Full Configuration Interaction (FCI) berekeningen.

De overeenkomst met experimentele waarden zal over het algemeen niet goed zijn omdat we

in een STO-6G basis werken (een minimale basisset). We zullen daarom alles vergelijken met

FCI berekeningen in diezelfde STO-6G basis (omdat we met D = 4 in dit geval de volledige

Hilbertruimte beschouwen).
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We berekenen de energie en de dissociatiecurve van een H2 molecule. Het resultaat is te

vinden in figuur (5.1) en met R noteren we de interatomaire afstand (alle resultaten staan

in atomaire eenheden). We zien dat de asymptotische waardes van de dissociatiecurve goed

Figuur 5.1: Energie en dissociatiecurve van een H2 molecule in atomaire eenheden, D = 4.

overeenkomen met de exacte curve (Hoofdstuk 10 van ([28])): sterke repulsie voor korte

interatomaire afstanden en convergentie naar nul voor grote interatomaire afstanden. De

energie (rode vierkanten) van de H2 molecule vertoont een minimum bij Emin = −1.145977

Hartree (of dus Emin = −31.183180 eV) bij een intermoleculaire afstand van 0.73503102
◦
A. De

dissociatie-energie is gelijk aan Ede = −5.527 eV wat ongeveer 1 eV afwijkt ten opzichte van de

experimentele waarde (−4.462604 eV ([28])). Wegens onze opmerking van hierboven is dit dus

niet onlogisch. Als we het minimum in de energie Emin vergelijken met de waarde bekomen uit

exacte diagonalisatie1 (−1.14597774737 Hartree, deze waarde werd bekomen met ThING ([34]))

dan vinden we een treffende overeenkomst. Ook voor andere interatomaire afstanden werd een

uitstekende overeenkomst gevonden met FCI berekeningen.

5.5 Theoretische beschouwingen voor long-range systemen

In dit onderdeel bespreken we de basis theoretische concepten die nodig zijn om het algoritme uit

te breiden tot long-range systemen. De belangrijkste aandachtspunten kwamen reeds aan bod

bij de behandeling van een H2 molecule, maar toch zijn er een aantal niet-triviale aanpassingen

nodig om het geheel ook te laten werken voor moleculaire roosters met L > 2.

1Via FCI berekening.
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5.5.1 X/Y -blokken voor V 3 en V 4

Om het geheel op een overzichtelijke wijze te implementeren zullen we verschillende YL en YR

blokken moeten invoeren, afhankelijk van het aantal operatoren dat erin vervat zit. De X-

blokken bevatten nog steeds volledig gecontraheerde operatoren (en hebben dus geen externe

operator-index meer). Voor V 3 zullen we dus Y -blokken hebben met één of twee operatoren

en voor V 4 hebben we Y -blokken met één, twee of drie operatoren. De X-blokken voor V 3

bevatten dan drie operatoren (X3) en die voor V 4 bevatten er vier (X4). Vermits er een zeer

groot aantal interactietermen is, zullen we een bovengrens η (de interactie-range) instellen om

te vermijden dat er teveel contracties moeten uitgerekend worden. De interactie-range wordt als

volgt bepaald: een X- of Y -blok kan nooit twee operatoren bevatten die verder uit elkaar liggen

dan η. Neem bijvoorbeeld een X3-blok met zeven sites en η = 3, dan is het onmogelijk dat

dit blok een contractie bevat tussen de operatoren (1,5 en j) met j een willekeurige andere site

groter dan 5 omdat site 1 en 5 verder dan drie sites uit elkaar liggen. Zo kan er ook nooit een

interactie zijn tussen site 2 en 6 of site 3 en 7. Door een geschikte definitie voor de Y -blokken

kunnen we dit op een compacte manier implementeren.

De Y -blokken

We dienen eerst de Y -blokken te construeren en merken op dat deze verschillend zijn voor V 3

en V 4 omdat V 3 en V 4 andere interactietermen bevatten. We voeren volgende notaties in voor

Y -blokken die sites 1 tot en met l bevatten:

�

(
Y 31
L,l

)n,α
i,j

is een linker Y -blok voor de V 3 interactie en het bevat slechts 1 site α waarop

een operator aanwezig is. De index n kan waarden aannemen van 1 tot en met δ3 = 60 en

komt dus overeen met één van de 60 interactietermen. De indices (i, j) zijn matrix-indices

horend bij elke interactieterm (n = 1 . . . δ3).

�

(
Y 32
L,l

)n,α,β
i,j

is een linker Y -blok voor de V 3 interactie en het bevat 2 sites α en β (bij

constructie zal steeds α < β) waarop een operator aanwezig is. De andere indices zijn

reeds verklaard bij
(
Y 31
L

)n,α
i,j

. Bemerk dat wegens de ingevoerde interactierange η er steeds

geldt dat β − α ≤ η.

�

(
Y 41
L,l

)n,α,β
i,j

is een linker Y -blok voor de V 4 interactie en het bevat 1 site α waarop een

operator aanwezig is. De andere indices zijn reeds verklaard bij
(
Y 31
L

)n,α
i,j

, maar in dit geval

loopt n van 1 tot δ4 = 48.

�

(
Y 42
L,l

)n,α,β
i,j

is het linker Y -blok voor de V 4 interactie (analoge discussie als bij
(
Y 32
L

)n,α,β
i,j

)

�

(
Y 43
L,l

)n,α,β,γ
i,j

is een linker Y -blok voor de V 4 interactie en het bevat 3 sites α, β en γ (bij

constructie zal steeds α < β < γ) waarop een operator aanwezig is. Er geldt dat β−α ≤ η
en γ − β ≤ η zodat γ − α ≤ 2η.

Voor elk Y -blok wordt een lijst bijgehouden die de sites bevat waarop een operator aanwezig

is. Immers, in de constructie van de Y -blokken wordt de interactiesterkte VP (ijkl) nog niet in

rekening gebracht zodat we moeten weten welke VP (ijkl) met welke term in een Y -blok moet
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vermenigvuldigd worden. Hierbij is P (ijkl) een permutatie van de indices (ijkl) omdat voor

een gegeven n de indices (ijkl) in een andere volgorde kunnen staan wegens de herordening (de

permutatie is dus een functie van n). Stel dat we bijvoorbeeld
(
Y 32
L,3

)n,α,β
bekijken, dan bevat dit

blok alle termen die twee operatoren bevatten en vervat zijn in een blok met sites 1 tot en met 3.

Dat betekent dat het koppel (α,β) de waarden (1, 2), (1, 3), (2, 3) kan aannemen (op voorwaarde

dat η ≥ 2). Het
(
Y 32
L,3

)n,α,β
-blok bevat in dit geval dus drie termen (niet gesommeerd, maar

gewoon 3 aparte termen die elk nog indices (n, i, j) hebben) en de corresponderende site-lijst

is in dat geval (1, 2), (1, 3), (2, 3). Een voorbeeld van de iteratieve constructie voor de Y 3-

blokken wordt gegeven in figuur (5.2). Het is dus duidelijk dat de termen met één operator

1

(Y 31
1 )n,1

12 2

(Y 31
2 )n,2 (Y 31

2 )n,1

1

(Y 32
2 )n,1,2

2

12 2

(Y 31
3 )n,2 (Y 31

3 )n,1

333

(Y 31
3 )n,3

1

(Y 32
3 )n,1,2

2 32

(Y 32
3 )n,2,3

31

(Y 32
3 )n,1,3

32

Figuur 5.2: Iteratieve constructie van de Y 3-blokken.

iteratief opgebouwd worden uit de vorige termen met één operator samen met een nieuwe term

en dat termen met twee operatoren opgebouwd worden uit de vorige termen met één en twee

operatoren (ofwel contractie met een operator ofwel contractie met een site). De constructie

voor de Y 4-blokken is volkomen analoog met als extra stap de constructie van een blok met drie

operatoren (die geconstrueerd wordt uit één van de vorige blokken met twee en drie operatoren).

De constructie voor de rechterblokken verloopt volledig analoog aan de constructie van de

linkerblokken (waarbij ook hier een lijst aangemaakt wordt die voor elke term opslaat welke

sites er een operator bevatten).

Fases

Net zoals in het long-range fermion model moeten we fases in rekening brengen als we een site

l (zonder operator) contraheren met een Y -blok. Voor de linkerblokken moeten we een fase

−1 in rekening brengen als voor de gegeven n = 1 . . . δ3/4 het aantal operatoren links van l

oneven is. Voor de rechterblokken wordt er een fase −1 in rekening gebracht als het aantal

operatoren rechts van l oneven is. Het feit dat de fase afhankelijk wordt van n is een gevolg van

de herordeningsprocedure. Voor V 3 zijn er bijvoorbeeld δ3 = 60 interactie-termen waarbij de

operatoren in een geordende som staan. Algemeen geldt dat

V 3 =
∑

i<j<k

V 3
P (ijk)OiOjOk (5.27)
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waarbij Oi,j,k operatoren zijn op sites (i, j, k). Soms bevat Oi twee operatoren (vb. een a†i,↑ai,↑)

en moet er geen fase in rekening gebracht worden voor alle sites groter dan i en kleiner dan

j. Vanaf j moet er dan wel een fase −1 in rekening gebracht worden omdat er in totaal vier

operatoren zijn en er al twee op site i zitten, zodat de overige twee automatisch op j en k zitten

(omdat je drie sites moet hebben waarop een operator zit). Van zodra site k bereikt is, moet er

opnieuw geen fase meer in rekening gebracht worden omdat er nu vier operatoren links van site

l zitten (in het geval we de constructie van linkerblokken beschouwen). Analoge redeneringen

gaan op voor het geval dat er twee operatoren op site j of site k zitten. Voor de V 4-interactie is

er alternerend een fase −1/1/−1/1 voor de linkerblokken omdat elke site nu slechts één operator

bevat.

De X-blokken

Voor de constructie van de X3-blokken zullen we gebruik maken van de vorige X3-blokken (die

we dan contraheren met de betreffende site zoals vroeger) en de Y 32-blokken (die we contraheren

met de derde operator, net zoals we vroeger een contractie beschouwden van de tweede operator

met een Y -blok). Voor de X4-blokken zullen we gebruik maken van de vorige X4-blokken en

de Y 43-blokken. We moeten er nu wel voor zorgen dat de juiste interactiesterktes VPn(ijkl) in

rekening gebracht worden (in de notatie hebben we reeds de n-afhankelijkheid van Pn(ijkl)

in rekening gebracht). Concreet kunnen we de iteratieve constructie van de linker X-blokken

geassocieerd aan site l in formulevorm schrijven als (de onderindex L voor het linkerblok is

weggelaten voor de duidelijkheid)

(
X3
l

)
i,j

=
∑

k,m,sl

(X3
l−1)k,mM

sl
m,jM

sl∗
k,i +

∑

k,m,n

sl,s
′
l,α,β

VPn(αβl)

(
Y 32
l−1

)n,α,β
k,m

M sl
m,jM

s′l∗
k,i (O3

l )
n
sl,s
′
l

(5.28)

(
X4
l

)
i,j

=
∑

k,m,sl

(X4
l−1)k,mM

sl
m,jM

sl∗
k,i +

∑

k,m,n

sl,s
′
l,α,β,γ

VPn(αβγl)

(
Y 43
l−1

)n,α,β,γ
k,m

M sl
m,jM

s′l∗
k,i (O4

l )
n
sl,s
′
l
.(5.29)

Hierbij zijn (O3
l )
n
sl,s
′
l

en (O4
l )
n
sl,s
′
l

respectievelijk de derde en vierde operator uit de geordende

som en hebben we in VPn(αβl) rekening gehouden met het feit dat er nu maar 3 sites zijn met een

operator op. De interactiesterkte is dan functie van de site-index l en de indices (α, β) (of (α, β, γ)

voor de V 4 interactie) van het Y -blok. Net als vroeger definiëren we gepaste randvoorwaarden

voor de blokken zodat er geen extra contributies ontstaan (zo zijn de
(
X3
l

)
-blokken bijvoorbeeld

nul zolang we geen drie sites in een blok hebben). Een volledig analoge procedure kan gebruikt

worden om de rechter X-blokken te construeren.

5.5.2 Constructie van de lokale matrices

Om het algoritme te kunnen implementeren moeten we beschikken over een matrixrepresentatie

van de operatoren geassocieerd aan een bepaalde site. We zullen dit hieronder in enig detail

uitwerken voor de V 3 interactie. Zoals reeds gezegd bevat deze interactie δ3 = 60 verschillende

interactietermen. We lijsten er hieronder een aantal op en geven daarna aan hoe men voor deze
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operatoren een geschikte matrixvoorstelling kan vinden.

a†i,↑a
†
k,↓al,↑al,↓ (5.30)

a†i,↓ak,↓ak,↑a
†
l,↑ (5.31)

ai,↑ai,↓a
†
k,↑a

†
l,↓ (5.32)

Zonder aan algemeenheid in te boeten stellen we i = 1, k = 2 en l = 3 (de index j wordt hier

dus niet gebruikt, want we beschouwen de interactie tussen drie sites zodat één site inderdaad

twee operatoren met dezelfde index (vb. k = j) bevat). Wanneer er sites tussen i, k, l liggen (en

die sites bevatten uiteraard geen operator) dan is de enige aanpassing het in rekening brengen

van een eventuele fase (zoals we reeds hiervoor besproken hebben). Om de matrixelementen op

te stellen zullen we gebruik maken van de anti-commutatierelaties en de conventie voor de lokale

basis. Als basis nemen we

{
|0〉 , a†↑ |0〉 = |↑〉 , a†↓ |0〉 = |↓〉 , a†↑a

†
↓ |0〉 = |↑↓〉

}
≡ {1, 2, 3, 4} . (5.33)

Dit betekent dat als een site twee deeltjes bevat, we bij conventie aannemen dat links de spin up

zit en rechts de spin down. Een algemene golffunctie op een rooster van L sites (met si = 1, 2, 3, 4)

wordt dan

|ψ〉 =
∑

s

M s1M s2 . . .M sL |s1 . . . sL〉 . (5.34)

We wensen nu de matrixelementen 〈ψ| Ĥ |ψ〉 te bepalen. We kijken eerst naar de term (5.30)

en schrijven de relevante operatoren van |ψ〉 uit (de coëfficiënten M worden weggelaten want

die zijn niet van belang in de bepaling van het matrixelement). We herschrijven de operatoren

met gebruik van de anti-commutatierelaties en evalueren de matrixelementen uiteindelijk ook

met behulp van deze relaties. Als gevolg van deze relaties zien we eerst en vooral dat er slechts

een beperkt aantal kets zijn waarop (5.30) kan inwerken zonder nul te genereren. De operator

a3,↑a3,↓ is enkel verschillend van nul als site 3 in de toestand |↑↓〉 zit. Daarnaast kan a†2,↓ enkel

inwerken op site 2 als die site nog geen spin down deeltjes bevat en tot slot kan a†1,↑ enkel

inwerken op site 1 als die site nog geen spin up bevat (Pauli). In totaal zijn er dus vier mogelijke

basiskets die een niet-triviaal resultaat opleveren:

|0〉1 |0〉2 a
†
3,↑a

†
3,↓ |0〉3 (5.35)

|0〉1 a
†
2,↑ |0〉2 a

†
3,↑a

†
3,↓ |0〉3 (5.36)

a†1,↓ |0〉1 |0〉2 a
†
3,↑a

†
3,↓ |0〉3 (5.37)

a†1,↓ |0〉1 a
†
2,↑ |0〉2 a

†
3,↑a

†
3,↓ |0〉3 (5.38)

wat eenvoudig te controleren is via bovenstaande discussie. We onderzoeken nu in welke toestand

de kets ((5.35) tot en met (5.38)) terechtkomen wanneer de operator (5.30) erop inwerkt en zullen

daarbij vooral moeten letten op de fase van het matrixelement. Daartoe merken we op dat er

geen fases gëıntroduceerd worden wanneer we een vacuümtoestand |0〉i=1,2,3 door de verschillende

creatie- en annihilatie-operatoren trekken terwijl het permuteren van operatoren wel aanleiding

geeft tot fasefactoren als gevolg van de anti-commutatierelaties. We werken dit nu in meer detail
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uit voor (5.35):

a†1,↑a
†
2,↓a3,↑a3,↓

(
|0〉1 |0〉2 a

†
3,↑a

†
3,↓ |0〉3

)

=
(
a†1,↑ |0〉1

)(
a†2,↓ |0〉2

)(
a3,↑a3,↓a

†
3,↑a

†
3,↓ |0〉3

)

= |↑〉1 |↓〉2
(
−a3,↑a

†
3,↑a3,↓a

†
3,↓ |0〉3

)

= |↑〉1 |↓〉2
(
−
(

1− a†3,↑a3,↑
)(

1− a†3,↓a3,↓
)
|0〉3

)

= |↑〉1 |↓〉2 (− |0〉3) . (5.39)

Wanneer (5.30) inwerkt op (5.35) kom je dus terecht in de toestand |↑〉1 |↓〉2 |0〉3. Dit resultaat

geeft aanleiding tot de volgende matrixelementen (voor de respectieve lokale operatoren op sites

1, 2, 3):

〈↑| a†1,↑ |0〉 = 1

〈↓| a†2,↓ |0〉 = 1

〈0| a3,↑a3,↓ |↑↓〉 = −1. (5.40)

Het volstaat nu om de matrixelementen geassocieerd aan de inwerking van (5.30) op (5.38) te

bepalen om alle mogelijke niet-triviale matrixelementen te kennen. Immers, de termen (5.36) en

(5.37) bevatten steeds een combinatie van een vacuümtoestand (zoals hiervoor) gecombineerd

met een spin up of down (waarvan we zo dadelijk de matrixelementen zullen afleiden).

a†1,↑a
†
2,↓a3,↑a3,↓

(
a†1,↓ |0〉1 a

†
2,↑ |0〉2 a

†
3,↑a

†
3,↓ |0〉3

)

(∗)
=
(

(−1)3a†1,↑a
†
1,↓ |0〉1

)(
(−1)2a†2,↓a

†
2,↑ |0〉2

)
(− |0〉3)

= (− |↑↓〉) |↓↑〉2 (− |0〉3)

(∗∗)
= (− |↑↓〉1) (− |↑↓〉2) (− |0〉3) (5.41)

Hierbij hebben we in (*) gebruik gemaakt van {Oi, Oj} = 0 als i 6= j voor Oi,j = a†i,j of Oi,j = ai,j

zodat het passeren van p operatoren in dat geval aanleiding geeft tot een fasefactor (−1)p. Dit

heeft ook voor gevolg dat als Oj bestaat uit twee operatoren (bijvoorbeeld een a†a-combinatie)

er geen fasefactoren gëıntroduceerd worden omdat elk van de twee operatoren aanleiding geeft

tot een fase (−1) zodat je dus een factor ((−1)2)n = 1, ∀ n krijgt. Daarnaast hebben we in (**)

de definitie van onze basis gehanteerd: de vierde basisvector is immers |↑↓〉 = − |↓↑〉. Nu zijn

we in staat om de matrices geassocieerd aan de operator (5.30) in de lokale basis uit te schrijven

(let op de volgorde van de basisvectoren om de juiste rijen en kolommen te vullen)

a†1,↑ =




0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −1 0



, a†2,↓ =




0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 −1 0 0



, a3,↑a3,↓ =




0 0 0 −1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0



. (5.42)

Let wel op dat deze matrices enkel gelden voor de specifieke combinatie (5.30); voor een andere

combinatie zoals bijvoorbeeld (5.31) zullen we andere matrices krijgen. Bij de constructie van

alle matrices dienen we dus vooral te letten op fasefactoren gëıntroduceerd door het omwisselen
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van operatoren enerzijds en fasefactoren gëıntroduceerd door de keuze van de basis anderzijds.

Met behulp van voorgaande discussie kan men nu controleren dat de matrixvoorstelling van

(5.31) gegeven wordt door

a†1,↓ =




0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0



, a2,↓a2,↑ =




0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0



, a†3,↑ =




0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0




(5.43)

en deze van (5.32) door

a1,↑a1,↓ =




0 0 0 −1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0



, a†2,↑ =




0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −1 0



, a†3,↓ =




0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 −1 0 0



. (5.44)

5.5.3 Energie van een algemene H-chain

Nu we besproken hebben hoe de verschillende blokken geconstrueerd worden, kunnen we ook de

contributie van deze blokken tot de energie uitwerken. De V 3 en V 4 interacties zullen aanleiding

geven tot een aanzienlijk aantal nieuwe termen (die allemaal moeten opgenomen worden in de

iteratieve eigenvaluesolver). We lijsten ze hieronder voor de volledigheid allemaal op:

� X3
L,l−1 en X4

L,l−1 met site l

� X3
R,l+1 en X4

R,l+1 met site l

�

(
Y 32
L,l−1

)
met site l

�

(
Y 32
R,l+1

)
met site l

�

(
Y 43
L,l−1

)
met site l

�

(
Y 43
R,l+1

)
met site l

�

(
Y 3A
L,l−1

)
met

(
Y 3B
R,l+1

)
, waarbij A+B = 3

�

(
Y 31
L,l−1

)
met site l en

(
Y 31
R,l+1

)

�

(
Y 4A
L,l−1

)
met

(
Y 4B
R,l+1

)
, waarbij A+B = 4

�

(
Y 4A
L,l−1

)
met site l en

(
Y 4B
R,l+1

)
, waarbij A+B = 3

Bij de contractie van dergelijke blokken moeten we opnieuw (waar nodig) rekening houden met

additionele fasefactoren zoals we reeds vroeger besproken hebben. Op dit moment beschikken

we over alle objecten om het algoritme uit te breiden tot long-range moleculaire systemen en de

implementatie kan zeer analoog verlopen als deze bij de H2 molecule.
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Hoofdstuk 6

Conclusies

In dit hoofdstuk zullen we de verschillende resultaten kort en bondig proberen samenvatten.

In Hoofdstuk 2 hebben we aangetoond dat Matrix Product States (MPSs) uitermate geschikt zijn

voor de beschrijving van ééndimensionale systemen op een rooster met lengte L. Een belangrijk

concept daarbij is de truncatiedimensie D die zegt hoe groot we de Hilbertruimte laten worden.

Er werd bewezen dat in het geval D = dbL2 c de methode exact is (met d de fysische dimensie).

Met behulp van de MPSs hebben we de Schrödingervergelijking geassocieerd aan een sterk

gecorreleerd spinsystemen herschreven tot een eigenwaardeprobleem (dit is ook mogelijk voor

fermionische systemen). Door de energie te schrijven in een X/Y -blokvorm werd het bovendien

duidelijk dat we een iteratieve procedure konden ontwikkelen om de blokken uit elkaar op te

bouwen. Dit is uiteraard voordelig om de rekentijd te beperken. Op het einde van het hoofdstuk

werd de convergentie bestudeerd en werd het concept verstrengelingsentropie SE (een maat voor

de kwantumcorrelatie tussen 2 systemen) ingevoerd. We voerden een kwantitatieve maat in voor

de snelheid van de convergentie via de richtingscoëffciënt κ van een log(∆E) versus − log(D)2

curve. Hoe groter κ, hoe sneller er convergentie optreedt. Voor systemen met een kleine SE

kan men volstaan met een lage D om het systeem efficiënt te simuleren (de parameters van het

beschouwde model spelen hierin een belangrijke rol omdat ze de grootte van SE sterk kunnen

bëınvloeden).

In Hoofdstuk 3 werden de numerieke resultaten van een aantal spinsystemen vergeleken met

analytische resultaten. Voor een isotroop Heisenbergmodel met lengte L = 100 bekwamen we

een zeer goede overeenkomst (met de theoretische Bethe Ansatz) voor een truncatiedimensie

van slechts D = 8 (terwijl exacte diagonalisatie een Hilbertruimte met dimensie D = 250 ≈ 1015

vereist). In het geval van een exact oplosbaar J1 − J2 model (met even L) werd aangetoond

dat een truncatiedimensie van D = 2 volstaat. Dit is een gevolg van een dimerisatie van

de grondtoestand. Het nul worden van de verstrengelingsentropie voor subblokken met een

even lengte (S(2n) = 0,∀n ∈ N) is hiermee consistent. Daarmee werd het verband tussen

truncatiedimensie en verstrengelingsentropie verduidelijkt. Tot slot werden de numerieke

resultaten van het exact oplosbaar bilinear biquadratic model (dat hogere-orde machten in de

spin bevat, maar nog steeds een interactierange η = 1 heeft) vergeleken met de theoretische

waarde en ook hier bleek de overeenkomst treffend.
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In Hoofdstuk 4 maakten we de overgang naar fermionsystemen en via een handige numerieke

ingreep konden we het faseprobleem (gerelateerd aan de anti-commutatierelaties van fermionen)

oplossen. Het invoeren van een kwadratische kostfunctie stelde ons bovendien in staat om een

deeltjesaantal op te leggen. Men dient de kostparameter gunstig te kiezen in functie van de

repulsieve interactie. Als de kostparameter te klein is, dan zal de kostfunctie niet in staat zijn

om het gewenst deeltjesaantal op te leggen bij sterke repulsie. Voor het Hubbard model bij half-

filling (waarvoor een exact resultaat gekend is in de limiet L→∞) berekenden we de energie in

functie van de repulsieve interactie en vonden daarbij voor kleine L reeds hetzelfde functionele

verband als het exacte resultaat en voor grotere L konden we numeriek aantonen dat de energie

voor U = 0 steeds beter de theoretische limiet (bij L→∞) benadert. Daarnaast bestudeerden

we ook het t1− t2 model (waar we rekening moeten houden met additionele fases). We toonden

aan dat dit model voor bepaalde waarden van de parameters ferromagnetisch gedrag begint te

vertonen vanaf een bepaalde Uc. Dit bleek mooi in overeenstemming met de literatuur zodat we

konden besluiten dat het algoritme ook efficiënte resultaten oplevert voor algemene long-range

1D fermionsystemen.

In Hoofdstuk 5 hebben we het algoritme verder uitgebreid om ook moleculaire systemen te

kunnen beschrijven. We zijn daarbij uitgegaan van de H2 molecule (met elelektronen in een

1s-orbitaal) om de nodige aanpassingen te bespreken. Voor de H2 molecule vonden we dezelfde

resultaten als FCI berekeningen (die we als benchmark gebruiken aangezien we werken met

een minimale basisset en het vergelijken met experimentele resultaten dus niet zinvol is). We

eindigden het hoofdstuk met een aantal algemene theoretische beschouwingen om het algoritme

verder uit te breiden naar long-range systemen. Binnen dit topic zijn nog heel wat aanpassingen

mogelijk. Een belangrijk punt is het ontwikkelen van een uitbreiding om ook p, d, f, . . .-orbitalen

te kunnen beschouwen. Daar schuilt echter een groot probleem omdat het ganse algoritme

uitgaat van een lineaire ketting. Voor waterstofatomen op een ketting met enkel 1s-orbitalen

is een lineaire ketting een natuurlijke ordening, maar als je andere atomen op een ketting wil

plaatsen dan stelt zich onmiddellijk het probleem wat je met de hogere-orde orbitalen moet doen.

Daartoe moeten projectie-methodes worden ontwikkeld die in staat zijn de relevante fysica van

3D ruimtelijke orbitalen efficiënt te projecteren op een 1D-rooster.

Als uiteindelijke conclusie kunnen we wel stellen dat de 3 doelen van de thesis bereikt zijn:

de implementatie van een algoritme voor spinsystemen (en bijhorend vat krijgen op de theorie

van MPSs), de uitbreiding hiervan naar fermionische roosters en tot slot het berekenen van de

energie van een H2 molecule (wat opnieuw een aantal aanpassingen vergde om het algoritme uit

te breiden tot moleculaire systemen).
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Bijlage A

Numerieke implementatie van de

VMPS methode

A.1 Implementatie

De volledige code is in MATLAB geschreven en bestaat uit een aantal subblokken die allen

gebruikt worden in het hoofdprogramma main.m. In het hoofdstuk over de VMPS methode

hebben we uitvoerig de verschillende stappen besproken om te komen tot een handelbaar

eigenwaardeprobleem. Het is de bedoeling om in deze Appendix de theoretische behandeling

te vertalen naar een snel en accuraat algoritme om de grondtoestandsenergie te berekenen.

Alvorens de verschillende subblokken in detail te bespreken, is het handig om de algemene

flowchart van het volledige algoritme even te bekijken (zie figuur (A.1)).

Gereduceerde QR-decompositie

Aangezien het onze uiteindelijke bedoeling is om een snel algoritme te bekomen, kunnen we

een computationele vereenvoudiging doorvoeren door gebruik te maken van een gereduceerde

QR-decompositie ([4]). Immers, als m > n dan zullen de laatste m− n rijen van R nul zijn. De

matrix M kan dan geschreven worden als

M = Q1R1 (A.1)

waarbij Q1 nu een (m × n) matrix is die echter in het meest algemene geval niet meer unitair

is, maar waarvoor wel nog steeds geldt dat Q†1Q1 = I. De matrix R1 is dan logischerwijze een

(n× n) matrix. Voor het geval m < n hebben we iets analoog zodat je finaal een decompositie

van de vorm

M = Q1R1 (A.2)

krijgt met Q1 een (m×min(m,n)) matrix en R1 een (min(m,n)× n) matrix.

A.1.1 Het sweep algoritme

We zullen steeds een ketting met lengte L beschouwen en opdelen in een linkerblok met sites 1

tot l − 1, een rechterblok met sites l + 1 tot L en een site l. We optimaliseren elke site l apart

en houden daarbij de andere matrices op de overige sites vast. Op die manier vinden we voor
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elke site l een gewoon eigenwaardeprobleem (zie hoofdstuk over de VMPS methode). Eens we

nieuwe matrices voor site l gevonden hebben bekijken we site l + 1 (of l − 1 afhankelijk van de

richting waarin men de ketting doorloopt, zie hieronder) en herhalen dezelfde procedure. De

linker- en rechterblokken veranderen dus elke iteratiestap en afhankelijk van de richting waarin

we lopen vergroten of verkleinen deze blokken. We verduidelijken dit door te veronderstellen dat

het algoritme start op site L (wat in ons algoritme het geval is). Nadat we site L geoptimaliseerd

hebben gaan we naar site L−1 (cyclus naar links). Het is duidelijk dat in dit geval het rechterblok

groter wordt en het linkerblok kleiner. Wanneer we uiteindelijk bij site 1 komen, zullen we in de

volgende stap naar site 2 gaan (cyclus naar rechts), zodat nu het linkerblok groter wordt en het

rechterblok kleiner. We voeren steeds deze twee cycli uit. Het algoritme zal dus nooit stoppen

ná een cyclus naar links, maar zal steeds nog in de cylus naar rechts gaan. Indien op het einde

van die cyclus de energie geconvergeerd1 is binnen een bepaalde accuraatheid, dan stopt het

algoritme. Indien dit niet het geval is start er een nieuwe cyclus naar links gevolgd door een

cyclus naar rechts. Op het einde wordt opnieuw gekeken naar de energie. Dit cyclisch overlopen

van alle sites noemt men het sweep-algoritme. We bespreken in wat volgt de verschillende

stappen afzonderlijk en geven daarbij aan welke subblokken gebruikt worden.

A.1.2 Generatie en normalisatie van een MPS

Het programma heeft een aantal inputs nodig voor de constructie van een initiële MPS. Dit

zijn de lengte van de ketting L, de fysische dimensie van de operatoren d (in het geval van een

spin-1
2 -operator is dat dus bijvoorbeeld d = 2) en de truncatie-dimensie D. Voor elke site wordt

een random MPS Mσl
al−1,al

gegenereerd met als beperking dat de matrixdimensie nooit groter

kan worden dan (D×D). Alvorens we met deze MPS kunnen werken, moeten we zorgen dat de

matrices een correcte normalisatie hebben (om een gewoon eigenwaardeprobleem te bekomen).

Aangezien wij starten met de sweep L→ 1 wensen we dus dat alle matrices links-genormaliseerd

zijn (men kan de volledige redenering ook omdraaien en starten met een cylus naar rechts,

maar dan moeten we uiteraard rechts-genormaliseerde matrices gebruiken als initiële MPS). Het

normaliseren van de matrices gebeurt via het subblok normalize.m.

De functie normalize.m heeft 2 argumenten: enerzijds de matrices op site l die men wil

normaliseren en anderzijds de sweep-richting (naar links wordt aangeduid met ’rl’ en naar rechts

wordt aangeduid met ’lr’). Het programma heeft ook 2 outputs: de genormaliseerde matrices

en de matrix L of R uit de LQ of QR decompositie. Deze laatste worden dan vermenigvuldigd

met respectievelijk de matrices op site l − 1 (deze worden vermenigvuldigd met matrix L) of

de matrices op site l + 1 (deze worden met matrix R vermenigvuldigd). Aangezien wij links-

genormaliseerde matrices wensen, is het dus logisch dat we als argument ’lr’ meegeven en als

output krijgen we de genormaliseerde matrices en de matrix R zoals gëıllustreerd wordt in

onderstaand code-fragment.

for l=1:1:(L-1)

[mps{l},R]=normalize(mps{l},’lr’);

1We stellen bij definitie dat het systeem geconvergeerd is als |En+1 − En| < Eacc waarbij En de energie is in

iteratiestap n en Eacc een vooraf ingestelde accuraatheid.
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mps{l+1}=contract(R,2,2,mps{l+1},3,1);

end

Alle mogelijke vermenigvuldigingen worden uitgevoerd door de functie contract.m die we iets

uitvoeriger behandelen in Appendix B. We geven alleen mee dat de argumenten van het

programma contract.m eerst en vooral de twee objecten zijn die moeten vermenigvuldigd

worden, het aantal indices dat elk object heeft (een matrix zal dus twee indices hebben, een

tensor zal er drie hebben en verderop zullen we ook objecten tegenkomen met vier indices) én ook

de indices van beide objecten waarover gesommeerd wordt. De precieze werking van de contract

functie is op dit moment echter niet essentieel voor het begrijpen van het algoritme en is enkel

van belang om een meer volledig begrip van de code te hebben (hoe alle vermenigvuldigingen

dus precies uitgevoerd worden). De normalisatie van de laatste set matrices (op site L of site 1)

wordt zodanig gekozen dat de totale norm gelijk aan 1 is.

A.1.3 Implementatie van de Hamiltoniaan

Om de initiële blokken te construeren hebben we uiteraard nood aan de Hamiltoniaan die de

fysica van het systeem beschrijft. Het ingeven van deze Hamiltoniaan is niet triviaal en daarom

wensen we kort even aandact te besteden aan hoe de input-file van een Hamiltoniaan er moet

uitzien. Het programma is zo geschreven dat het input-files van de volgende vorm kan inlezen

[H,d,d_edge,delta,int_range]=Hamiltoniaan(arg_1,arg_2,...,arg_n)

waarbij Hamiltoniaan(arg_1,arg_2,...,arg_n) de input-file is die de gebruiker zelf moet

schrijven. Voor elke Hamiltoniaan moet dus een aparte input-file gemaakt worden die de

volledige fysica van het systeem bevat, met nog een aantal parameters die door de gebruiker

kunnen worden bepaald (deze parameters worden als argumenten meegegeven aan de functie

Hamiltoniaan(arg_1,arg_2,...,arg_n), waarbij de lengte L een verplicht argument is). Als

output geeft Hamiltoniaan(arg_1,arg_2,...,arg_n) dan de Hamiltoniaan H, de fysische

dimensie d, de eventuele edge dimensie d_edge, het aantal interactietermen delta (n = 1 . . . δ)

en de interactierange η gegeven door int_range (deze laatste 3 parameters moeten ook door

de gebruiker ingegeven worden wanneer een bepaald fysisch model wordt ingegeven). De input-

file moet steeds zo geschreven worden dat men als Hamiltoniaan H een array met dimensies

(d× d× (1 + δ(1 + η))× L) krijgt. Concreet komt het er dus op neer dat aan elke site (1 . . . L)

een set van (1 + δ(1 + η)) (d× d)-matrices wordt geassocieerd.

De MATLAB-notatie voor de m-de (d × d)-matrix op site l is H(:,:,m,l), waarbij (:,:)

equivalent is met (1:d,1:d) (het eerste argument geeft de rij-indices en het tweede de kolom-

indices). Hieronder vatten we de regels samen die men moet naleven bij het ingeven van een

Hamiltoniaan.

� De eerste matrix is steeds de lokale operator op site l, dus H(:,:,1,l) = Ôl

� De volgende δ matrices op site l komen overeen met de matrices Cnl (die gedefinieerd werden

in het hoofdstuk over de VMPS methode), dus H(:,:,1 + n,l)=Cnl (waarbij n = 1 . . . δ)
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� De daaropvolgende δ matrices op site l komen overeen met de matrices (Dn
l )α=1, dus

H(:,:,1 + δ + n,l)=(Dn
l )α=1 (waarbij n = 1 . . . δ)

� . . .

� Op die manier vinden we dus als algemene regel: H(:,:,1 + αδ + n,l)=(Dn
l )α (waarbij

n = 1 . . . δ en α = 1 . . . η)

Het enige waar men dan nog moet op letten is dat de juiste Cnl /(Dn
l )α met de juiste Cnm/(Dn

m)α

gecombineerd worden. Om te verduidelijken wat we hiermee bedoelen verwijzen we naar

Appendix C waar een aantal input-files van gesimuleerde Hamiltonianen zijn opgenomen,

voorzien met de nodige commentaar omtrent de schikking van alle matrices.

A.1.4 Initialisatie van de blokken

Als we vertrekken met een cyclus naar links (L → 1) dan moeten we beschikken over

de linkerblokken voor we het sweep-algoritme starten. Daartoe zullen we de linkerblokken

geassocieerd aan sites 1 tot en met L − 1 construeren en stockeren in het geheugen. Voor

site L moeten we uiteraard geen linkerblok construeren omdat er geen site L + 1 meer is.

We gebruiken daartoe de iteratieve constructie voorgesteld in figuur (2.7)(b). Onderstaande

code geeft de precieze implementatie en we zullen hieronder een aantal stappen trachten te

verduidelijken.

for i=1:(L-1)

mps_i=mps{i};

[row,col,dm]=size(mps_i);

if((d_edge~=0) && (i==1))

%modify the Hamiltonian in case d_edge~=0

H_i=H(1:d_edge,1:d_edge,:,i);

else

H_i=H(:,:,:,i);

end

YL{i}=zeros(col,col,delta,int_range);

XL{i}=zeros(col,col);

for m=1:1:int_range

if(i==1)

YLi=zeros(1,1,delta);

[YL{i}(:,:,:,m),YRf]=construct_Yblocks(YLi(:,:,:),0,mps_i,N,H_i,m,int_range,’lr’);

else

if(m=int_range)

YLold=zeros(row,row,delta);

else

YLold=YL{i-1}(:,:,:,m+1);

end

[YL{i}(:,:,:,m),YRf]=construct_Yblocks(YLold,0,mps_i,N,H_i,m,int_range,’lr’);

end

%construct X block
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end

if(i==1)

XLold=zeros(1,1,1);

YLold=zeros(1,1,delta);

else

XLold=XL{i-1};

YLold=YL{i-1}(:,:,:,1);

end

[XL{i},XRf]=construct_Xblocks(XLold,0,YLold,0,mps_i,N,H_i,1,’lr’);

end

Binnen de for-lus die de sites afloopt is er nog een extra lus die loopt van 1 tot η. De blokken

zelf worden geconstrueerd in de programma’s

construct_Yblocks(YL,YR,mps_l,N,H_l,m,int_range,’direction’)

construct_Xblocks(XL,XR,YL,YR,mps_l,N,H_l,1,’direction’);.

Het programma construct_Yblocks(YL,YR,mps_l,N,H_l,m,int_range,’direction’)

heeft als argumenten het YL-blok van de vorige site (l − 1) (bij een sweep naar rechts) of het

YR-blok van de vorige site (l + 1) (bij een sweep naar links) en de matrices van site l (mps_l).

Daarnaast moet men het getal N = 1 + δ en η (=int_range) ingeven en ook alle operatoren

geassocieerd aan site l die vervat zitten in H_l. Verder is er nog een controle-parameter m, die we

zo dadelijk bespreken, en tot slot geeft men ook nog de sweeprichting ’direction’. De controle-

parameter m (die in bovenstaande code samenvalt met de waarde van de interne lus, die loopt van

1 tot int_range) zorgt ervoor dat als m=int_range we rekening houden met de randvoorwaarde

(Y L
l−1)nα+1 = 0 als α = η. Daarnaast moeten we binnen de interne lus over m ook nog een extra

if-conditie toevoegen als we op site l = 1 zitten om de randvoorwaarde (Y L
l−1)nα+1 = 0 als l = 1

te kunnen opleggen. Dan geven we aan het programma een YL mee die allemaal nullen bevat,

zodat de contractie gewoon een nulblok zal opleveren en dus geen invloed zal hebben (zoals

het hoort volgens de randvoorwaarde). De extra if-conditie (if(m=int_range)) voor het geval

l 6= 1 dient gewoon om ervoor te zorgen dat de m+ 1 niet buiten zijn grenzen gaat (als m = η

zou dit immers het geval zijn). Voor de constructie van de X-blokken maken we gebruik van

zowel het X- als het Y -blok op de vorige site (de argumenten van de construct_Xblocks.m

functie zijn volledig analoog aan deze van de construct_Yblocks.m, behalve dat hier ook nog

de Y -blokken worden meegeven en er geen nood is aan de kennis van de interactierange). Als

l = 1 moeten we ook hier allemaal nullen meegeven om te voldoen aan de randvoorwaarde

XL
l−1 = 0 en (Y L

l−1)1 = 0 als l = 1 (wat opnieuw gëımplementeerd is met een if-conditie).

De controle-parameter wordt hier gewoon op 1 gezet (elke waarde mag, er moet gewoon een

argument meegegeven worden om geen syntax-fouten te krijgen), maar heeft in de sweep naar

links geen invloed bij de constructie van de X-blokken.

A.1.5 De sweep-cycli

Na de initialisatie van de blokken kan de sweep-cyclus gestart worden (in ons geval starten we

met de cyclus naar links: L → 1). Een for-lus loopt alle sites L tot en met 1 af. Bij elke

stap in de lus moet het eigenwaardeprobleem (2.60) opgelost worden en daarvoor moeten we

beschikken over de blokken links en rechts van een bepaalde site l. Bij de start zitten we op
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site L en hebben we dus enkel nood aan een linker-blok, dat we uit het geheugen halen (dit

blok werd immers in de initialisatie-fase geconstrueerd). De rechterblokken worden allemaal op

nul gesteld, zodat het geen kwaad kan om deze blokken mee te geven aan de eigenvaluesolver;

aangezien ze nul zijn zullen ze ook geen bijdrage leveren aan Ĥeff . De eigenvaluesolver is de

kern van het sweep-algoritme en we zullen deze hieronder dan ook in detail bespreken.

Iteratieve eigenvaluesolver

MATLAB beschikt over een iteratieve eigenvaluesolver eigs die toelaat om voor bepaalde types

matrices het eigenwaardeprobleem snel op te lossen. De iteratieve solver gokt gewoon een

oplossing |νguess〉 en berekent dan het matrix-vectorproduct Ĥeff |νguess〉 om een nieuwe gok

te genereren. Dit gaat verder tot er convergentie optreedt. De standaard-syntax van de eigs

functie (nuttig voor ons probleem, namelijk het vinden van de kleinste eigenwaarde) wordt

hieronder gegeven

opts.v0=mps

eigs(H,n,1,’sr’,opts)

waarbij H de matrix is waarvoor je het probleem Hx = λx wil oplossen, n de dimensie van de

vector x, 1 geeft aan dat we maar 1 eigenwaarde willen, ’sr’ geeft aan dat het de eigenwaarde

met het kleinste reëel deel moet zijn (dus dit is goed, aangezien wij op zoek gaan naar de

grondtoestandsenergie) en opts is een optie om aan te geven dat we de vector opts.v0=mps

als initiële gok wensen te gebruiken. Concreet komt het er dus op neer dat we de matrices op

een site herschikken tot een vector (zoals aangegeven in hoofdstuk 2) en dat we als initiële gok

voor de eigenvector steeds de vector (≈ matrices) nemen die in de vorige stap berekend werd

voor site l. Men kan dit algoritme echter enorm versnellen door de matrix H niet expliciet te

construeren, maar onmiddellijk het matrix-vectorproduct te berekenen. Dit gebeurt via een

zogenaamde function handle. Daartoe gebruiken we de syntax

opts.v0=mps

eigs(@(x)Heff_nu(arg_1,arg_2,...,x,...arg_q),n,1,’sr’,opts)

waarbij x de vector is die eigs uiteindelijk zal teruggeven als resultaat. Hier gebruiken we deze
vector echter als argument van een externe MATLAB functie Heff_nu.m die we zelf geschreven
hebben. Deze functie gebruikt de vector x naast de X- en Y -blokken (en nog een aantal andere
argumenten die de dimensie van de matrices op site l, de interactierange en de waarde N = 1+δ
bevatten) om het matrix-vectorproduct Ĥeff |ν〉 uit te rekenen. Aangezien eigs een vector x

moet genereren, maar Heff_nu.m gebruik maakt van matrices (zie formules (2.52) tot en met
(2.57)) moeten we de vector x binnen de functie Heff_nu.m eerst terug omzetten naar een set
van d matrices en op het einde de bekomen set van matrices terug omzetten naar een vector die
dan in de volgende iteratiestap van het eigs-algoritme opnieuw gebruikt wordt als argument van
de functie Heff_nu.m. Dit proces gaat verder tot de methode convergeert2 en de functie eigs.m

uiteindelijk een vector EVec (de eigenvector) teruggeeft met de corresponderende eigenwaarde
EVal. De bekomen eigenvector moet nu nog omgezet worden naar een set matrices om alles terug
in de vorm van een MPS te krijgen. Deze set matrices wordt vervolgens genormaliseerd (analoog
aan de normalisatie van de initiële MPS) en daarna gebruikt om het rechterblok behorend bij
site l (in de eerste stap dus l = L) te construeren. De bovenstaande discussie vertaalt zich in
code als het hieronder gegeven fragment.

2Convergentie van het eigs-algoritme betekent dat er een stabiele eigenvector gevonden is.
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mpsv=mps{l};

YRi=zeros(1,1,delta,int_range);

XRi=zeros(1,1,1);

YLi=YL{l-1};

XLi=XL{l-1};

%reshape mps to a vector

n=dM*rowM*colM;

mpsv=reshape(mpsv,[n,1]);

%initial guess

opts.v0=mpsv;

[EVec,EVal]=eigs(@(x)Heff_nu(XLi,XRi,YLi,YRi,H_l,x,rowM,...

...colM,dM,int_range,N),n,1,’sr’,opts);

%reshape the vector back to mps

E=EVal;

mps{l}=reshape(EVec,[rowM,colM,dM]);

[mps{l},Left]=normalize(mps{l},’rl’);

mps{l-1}=contract(Left,2,1,mps{l-1},3,2);

% construct Y block

[YLf,YR{l}(:,:,:,1)]=construct_Yblocks(0,YRi(:,:,:,1),...

...mps{l},N,H_l,1,int_range,’rl’);

for m=2:int_range

YR{l}(:,:,:,m)=zeros(rowM,rowM,delta);

end

Voor de constructie van het Y R blok geassocieerd aan site l = L merken we op dat enkel de term
voor α = 1 overblijft wegens de randvoorwaarde (Y R

l+1)α−1 = 0 als l = L. De andere termen
voor α = 2 . . . η worden op nul gesteld. De controle-parameter in de sweep-richting ’rl’ zorgt
ervoor dat je bij α = 1 de eerste term uit de iteratieve constructie van figuur (2.9)(b) berekent
en bij α 6= 1 de tweede term. Bij α = 1 is de tweede term inderdaad altijd nul wegens de
randvoorwaarde (Y R

l+1)α−1 = 0 als α = 1. Voor de volledigheid geven we ook nog de code van
Heff_nu.m.

%reshape mps to array of d matrices

mps=reshape(x,[rowM,colM,d]);

delta=N-1;

%term 1:

term1=contract(XL,2,2,mps,3,1);

%term 2:

term2=contract(mps,3,3,Hloc(:,:,1),2,1);

%term 3:

term3=contract(mps,3,2,XR,2,2);

%term 4:

term4=contract(mps,3,3,Hloc(:,:,2:N),3,1);

term4=contract(YL(:,:,:,1),3,2,term4,4,1);

%term 5

term5=contract(mps,3,3,Hloc(:,:,(N+1):(N+delta)),3,1);

term5=contract(term5,4,2,YR(:,:,:,1),3,1);
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%term 6:

term6=zeros(rowM,colM,d);

for m=2:1:int_range

B_alpha=Hloc(:,:,(N+delta*(m-1)+1):(N+delta*m));

YR_alpha=YR(:,:,:,m);

term6int1=contract(mps,3,3,B_alpha,3,1);

term6int1=contract(term6int1,4,2,YR_alpha,3,1);

YR_transpose=permute(YR(:,:,:,m-1),[2,1,3]);

term6int2=contract(mps,3,2,YR_transpose,3,1);

term6int2=contract(YL(:,:,:,m),3,2,term6int2,4,1);

term6=term6+term6int1+term6int2;

end

sum=term1+term2+term3+term4+term5+term6;

%sum=term1+term2+term3+term4+term5;

%reshape output array of matrices back to a vector

nu_new=reshape(sum,[rowM*colM*d,1]);

Zoals reeds gezegd berekent deze functie dus de 6 termen ((2.52) tot en met (2.57)) met de

vector x die eerst wordt omgezet naar een set van matrices via de reshape functie. Op het einde

wordt de bekomen set matrices terug omgezet in een vector.

Vervolg van sweep-algoritme

Eens de geoptimaliseerde matrices op site L bepaald zijn (we starten immers op site L) gaan we
naar site L− 1. Voor alle sites l 6= 1, L wordt volgend onderdeel van de code gebruikt.

mpsv=mps{l};

%reshape mps to a vector

n=dM*rowM*colM;

mpsv=reshape(mpsv,[n,1]);

%initial guess

opts.v0=mpsv;

[EVec,EVal]=eigs(@(x)Heff_nu(XL{l-1},XR{l+1},...

...YL{l-1},YR{l+1},H_l,x,rowM,colM,dM,int_range,N),n,1,’sr’,opts);

%reshape the vector back to mps

E=EVal;

mps{l}=reshape(EVec,[rowM,colM,dM]);

[mps{l},Left]=normalize(mps{l},’rl’);

mps{l-1}=contract(Left,2,1,mps{l-1},3,2);

%construct Y block

for m=1:1:int_range

if(m==1)

control1=1;

YRold=0;

else

90



control1=0;

YRold=YR{l+1}(:,:,:,m-1);

end

[YLf,YR{l}(:,:,:,m)]=construct_Yblocks(0,YRold,...

...mps{l},N,H_l,control1,int_range,’rl’);

end

Het grootste verschil is dat we nu zowel blokken uit het geheugen gebruiken (XL{l-1},YL{l-1})
en blokken die in de vorige stap zijn geconstrueerd (XR{l+1},YR{l+1}; merk nogmaals op dat
de vorige site inderdaad één hoger ligt omdat we naar links gaan). Daarnaast verloopt de
constructie van de Y R-blokken analoog aan die van de Y L-blokken. Als m=1 (equivalent met
α = 1) dan mogen we enkel de eerste term in rekening brengen en anders mogen we enkel de
tweede term uit de iteratieve constructie in rekening brengen. Eens we op site l = 1 komen
moeten we geen nieuw Y R-blok meer maken want er is geen site links van l = 1. Voor elke l
hebben we nu wel al de Y R-blokken, maar we moeten ook nog de XR-blokken construeren. Dit
gebeurt via onderstaande code:

%construction of the X block

XR{l}=zeros(rowM,rowM);

if(l>1)

for m=1:1:int_range

if(l==L)

XRold=zeros(1,1);

YRold=zeros(1,1,delta);

else

XRold=XR{l+1};

YRold=YR{l+1}(:,:,:,m);

end

%the first and second component of XR should only be

%constructed once, thus construct them only when m=1=control1

control1=m;

[XLf,XR_int]=construct_Xblocks(0,XRold,0,YRold,mps{l},...

...N,H_l,control1,’rl’);

XR{l}=XR{l}+XR_int;

end

end

De if-conditie binnen de for-lus wordt gebruikt om de randvoorwaarde XR
l+1 = 0 en (Y R

l+1)1 = 0

als l = L op te leggen. Verder is er voor het XR-blok een for-lus van 1 tot η omdat de formule

in figuur (2.10)(b) immers aangeeft dat men een som moet nemen over α = 1 . . . η. De eerste

2 termen heeft men echter maar 1 keer nodig, vandaar dat we ook hier een controle-parameter

gebruiken. We stellen via deze parameter in dat de eerste 2 termen geconstrueerd worden als

m=1 (deze worden dan opgeteld bij de derde term). Als echter m>1 mag je enkel de laatste term

in rekening brengen, omdat je anders de eerste 2 termen er (η − 1) keer teveel zou bij tellen als

je de volledige for-lus doorloopt.

Andere sweeprichting

We hebben het algoritme besproken in het geval we starten van rechts (bij site L) en naar links

gaan. De andere richting wordt sowieso ook eenmaal doorlopen (het algoritme zal nooit stoppen

na een cyclus naar links, maar altijd na een cyclus naar rechts). Wat betreft de redenering is

alles volledig analoog met dat verschil dat je nu linkerblokken zal construeren tijdens de sweep
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en rechterblokken uit het geheugen zal halen terwijl het in de cyclus naar links net andersom is.

Ook de if-condities zullen lichtjes aangepast worden om rekening te houden met de iteratieve

formules zoals weergegeven in figuren (2.7)(b) en (2.8)(b). We merken wel op dat we reeds

vroeger in het algoritme linkerblokken hebben geconstrueerd, namelijk bij de initialisatie. De

constructie van de blokken binnen de sweeplus is volledig hetzelfde, zodat de bespreking gegeven

bij de initialisatie ook geldt in de sweeplus.
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Figuur A.1: Flowchart van het volledige VMPS-algoritme
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Bijlage B

Additionele uitleg bij de

MATLAB-code

B.1 De functie contract.m

Deze functie is gëınspireerd op een MATLAB-code uit ([5]). Vooral de gebruikte MATLAB-

commando’s reshape en permute worden veelvuldig gebruikt. Voor informatie over deze

commando’s verwijzen we naar de MATLAB Help. We geven hieronder enkel wat algemene

info over de contract.m functie; voor meer specifieke details verwijzen we naar de volgende

secties waar een aantal voorbeelden concreet uitgewerkt worden.

In de volledige VMPS-code moet men meermaals vermenigvuldigingen uitvoeren tussen matrices,

tussen matrices en sets van matrices, enzovoort. Daarom werd een aparte functie contract.m

geschreven die al deze bewerkingen uitvoert. De input/output karakteristiek van deze functie

wordt hieronder gegeven

function [T]=contract(X,numindX,indX,Y,numindY,indY)

waarbij T de output is en zowel een matrix als een set (of array) van matrices kan zijn. De

argumenten moeten als volgt gëınterpreteerd worden: X en Y zijn de objecten die we willen

vermenigvuldigen; numindX en numindY geven aan hoeveel indices object X respectievelijk Y bevat

en indX en indY geeft aan welke index van X gecontraheerd wordt met welke index van Y (op

uitzonderingen na, zie verder). Als X en Y beide matrices zijn is dus numindX=2 en numindY=2

en als je de vermenigvuldiging X*Y wil verwezenlijken geef je indX=2 en indY=1 op, conform

de definitie van een matrixvermenigvuldiging ((XY )i,j =
∑

kXikYkj). De contract.m functie

bevat een hele reeks if-condities om de verschillende combinaties numindX,indX,numindY,indY

te onderscheiden en voor elke combinatie de juiste contractie terug te geven. In de volgende

secties geven we een aantal voorbeelden van het expliciete gebruik van de contract.m functie.

We merken wel op dat de contract.m functie soms meervoudige sommen uitrekent, zodat je

dan niet eenduidig kan weergeven over welke indices er wordt gesommeerd (precies omdat de

sommen lopen over meerdere indices). In dat geval kozen we een combinatie die nog niet gebruikt

werd (en probeerden we alleszins 1 set indices waarover gesommeerd wordt, weer te geven in de

contract.m functie).
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B.2 De functie construct Yblocks

B.2.1 Constructie van de Y L-blokken

Voor de constructie van de Y L blokken gaan we uit van de algemene formule (waarbij de complexe

toevoeging is weggelaten omdat we steeds met reële matrices werken)

(
(Y L
l )nα

)
i,j

=
∑

k,σl,σ
′
l

M
σ′l
k,jM

σl
k,i ((Dn

l )α)σl,σ′l
+
∑

k,m,σl

(
(Y L
l−1)nα+1

)
k,m

Mσl
m,jM

σl
k,i (B.1)

met l = 1, 2, . . . , L − 1 en α = 1, 2, . . . , η en waarbij (Y L
l−1)nα+1 = 0 als l = 1 of α = η. Hierbij

is Mσl een set van d matrices geassocieerd aan site l, (Dn
l )α een set van δη (d × d)-matrices

en (Y L
l−1)nα+1 het Y L-blok geassocieerd aan de vorige site, met gepaste randvoorwaarden. De

constructie hieronder is voor vaste α, dat betekent dat voor elke α de beschreven contracties

moeten herhaald worden (dit is logisch aangezien we η Y L-blokken per site willen construeren).

We laten daarom de index α weg. We bekijken eerst de eerste term en doen de berekening in 2

tussenstappen:

∑

k,σl,σ
′
l

M
σ′l
k,jM

σl
k,i (Dn

l )σl,σ′l
=
∑

k,σl

Mσl
k,i


∑

σ′l

M
σ′l
k,j(D

n
l )σl,σ′l




=
∑

k,σl

Mσl
k,iT

σl,n
k,j

= (Sn1 )i,j (B.2)

We bekijken de verschillende bewerkingen nu wat meer in detail. De bewerking

T σl,nk,j =
∑

σ′l

M
σ′l
k,j(D

n
l )σl,σ′l (B.3)

komt erop neer dat we elk matrixelement M
σ′l
k,j vermenigvuldigen met het element (Dn

l )σl,σ′l en

dit voor elke waarde van n. Om dit nu makkelijk via een gewone matrixvermenigvuldiging

te kunnen schrijven maken we van Dn
l een blokmatrix met d2 blokken waarbij elk blok een

diagonaalmatrix is met de elementen (Dn
l )σl,σ′l . De dimensies van de blokken worden zo gekozen

dat ze dimensioneel matchen op de matrices Mσ′l . Daarna permuteren we de blokmatrix omdat

we voor iedere rij-index van Dn
l de matrices Mσ′l moeten vermenigvuldigen met de kolom-

elementen van Dn
l . Een dergelijke vermenigvulding met een diagonaalmatrix zorgt er inderdaad

voor dat we elk matrixelement M
σ′l
k,j vermenigvuldigen met het element (Dn

l )σl,σ′l . Als resultaat

bekomen we een array van matrices. Bij een fysische dimensie d = 2 en 3 interactietermen δ = 3

is dat bijvoorbeeld een array met 6 matrices, waarbij de array 2 rijen heeft en 3 kolommen. De

tweede bewerking wordt dan

(Sn1 )i,j =
∑

k,σl

Mσl
k,iT

σl,n
k,j =

∑

k,σl

MσlT
i,k T σl,nk,j (B.4)

waar we de getransponeerde van de matrices Mσl hebben ingevoerd. Om dit alles met één

matrixvermenigvuldiging te kunnen verwezenlijken organiseren we de array in een grote matrix

bestaande uit de blokken geconstrueerd in de vorige bewerking en permuteren we Mσl (die we
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ook rangschikken in blokken). Op die manier worden alle blokken juist vermenigvuldigd. Tot

slot breken we de bekomen matrix terug op in δ matrices omdat we immers nog een derde index

hebben. We illustreren deze behandeling in figuur (B.1) waarbij de bovenste helft de eerste

bewerking illustreert en de onderste helft de tweede. Deze bewerkingen worden uitgevoerd in de

contract.m functie. De eerste bewerking gebeurt via

contract(M,3,3,D,3,1)

met voor de hand liggende notaties van de objecten die vermenigvuldigd worden en de tweede

bewerking bekomt men via

contract(M,3,1,T,4,1).

Om de tweede term te berekenen gaan we volledig analoog te werk (dus door een gepast

herschikken, permuteren en omvormen van (sets van) matrices). We geven hier enkel de

tussenstappen in formulevorm en geven ook aan welke syntax moet gebruikt worden om deze

bewerkingen uit te voeren met de contract.m functie. De tweede term (waarbij we de index

α+ 1 opnieuw laten vallen) wordt
∑

k,m,σl

(Y L
l−1)nk,mM

σl
m,jM

σl
k,i =

∑

k,σl

Mσl
k,i

∑

m

(Y L
l−1)nk,mM

σl
m,j

=
∑

k,σl

MσlT
i,k Tn,σlk,j

= (Sn2 )i,j . (B.5)

Om Tn,σlk,j te bekomen, gebruiken we

contract(Y,3,2,M,3,1)

en voor (Sn2 )i,j gebruiken we

contract(M,3,1,T,4,2).

B.2.2 Constructie van de Y R-blokken

Voor de constructie van de Y R-blokken gaan we volledig analoog te werk. Ook hier zullen

we enkel in formulevorm de tussenbewerkingen vermelden met de bijhorende syntax om deze

effectief uit te voeren. De algemene formule voor Y R is

(
(Y R
l )nα

)
i,j

=
∑

k,σl,σ
′
l

M
σ′l
j,kM

σl
i,k(C

n
l )σl,σ′lδα,1 +

∑

k,m,σl

(
(Y R
l+1)nα−1

)
k,m

Mσl
j,mM

σl
i,k (B.6)

met l = L,L − 1, . . . , 2 en α = 1, 2, . . . , η waarbij (Y R
l+1)α−1 = 0 als l = L of α = 1. Uitwerken

van de eerste term geeft (ook hier laten we de index α weg):
∑

k,σl,σ
′
l

M
σ′l
j,kM

σl
i,k(C

n
l )σl,σ′l =

∑

k,σl

Mσl
i,k

∑

σ′l

M
σ′l
j,k(C

n
l )σl,σ′l

=
∑

k,σl

Mσl
i,kT

σl,n
j,k

=
∑

k,σl

Mσl
i,kT

(σl,n)T
k,j

= (Sn1 )i,j
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Mσ′l=1 Mσ′l=2
. . . . . .

σ′l = 1 σ′l = 2

Dn=1
l Dn=2

l Dn=3
l

Mσ′l=1 Mσ′l=2 . . . . . .

. . .
. . .

σl = 1 σl = 2

σl = 1

σl = 2

σ′l = 1

σ′l = 2

Mσl=1 Mσl=2

. . .

σl = 1

σl = 2

n = 1 n = 2 n = 3

Mσl=1 Mσl=2

σl = 1

σl = 2

n = 1 n = 2 n = 3

Figuur B.1: Voorbeeld van een contractie.
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waarbij we T σl,nj,k berekenen met

contract(M,3,3,C,3,1).

en (Sn1 )i,j met

contract(M,3,3,T,4,3).

Voor de tweede term krijgen we

∑

k,m,σl

(Y R
l+1)nk,mM

σl
j,mM

σl
i,k =

∑

m,σl

Mσl
j,m

∑

k

Mσl
i,k(Y

R
l+1)nk,m

=
∑

m,σl

Mσl
j,mT

σl,n
i,m

=
∑

m,σl

T σl,ni,m MσlT
m,j

= (Sn2 )i,j

waarbij we T σl,ni,m berekenen met

contract(M,3,2,Y,3,1).

en (Sn2 )i,j met

contract(T,4,3,M,3,3).

B.3 De functie construct Xblocks

B.3.1 Constructie van de XL-blokken

De algemene formule voor een XL-blok wordt gegeven door

(XL
l )i,j =

∑

k,σl,σ
′
l

M
σ′l
k,jM

σl
k,i(Ôl)σl,σ′l +

∑

k,m,σl

(XL
l−1)k,mM

σl
m,jM

σl
k,i +

∑

k,m,n,σl,σ
′
l

(
(Y L
l−1)n1

)
k,m

Mσl
m,jM

σ′l
k,i(C

n
l )σl,σ′l (B.7)

met l = 1, 2, . . . , L − 1 en waarbij XL
l−1 = 0 en (Y L

l−1)1 = 0 als l = 1. Voor wat betreft de

contracties kunnen we dankbaar gebruik maken van de contracties die we vonden voor de Y L-

blokken. De eerste term is immers dezelfde als de eerste term van een Y L-blok waarbij de index

n nu echter slechts 1 waarde aanneemt (en waarbij ook geen index α meer voorkomt). Het komt

er dus op neer ((Dn
l )α)σl,σ′l

te vervangen door (Ôl)σl,σ′l in de syntax van de contract.m functie.

Voor de tweede term is dit ook het geval: n kan opnieuw maar 1 waarde aannemen en Y L
l−1

wordt vervangen door XL
l−1. De syntax voor de eerste twee termen (of dus 4 bewerkingen, 2

voor elke term) wordt dan respectievelijk

contract(M,3,3,O,3,1)

contract(M,3,1,T,4,1)

voor de eerste en
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contract(X,3,2,M,3,1)

contract(M,3,1,T,4,2)

voor de tweede. De derde term is echter nieuw en we breken de berekening op in 3 stukken, wat

we hieronder verduidelijken met behulp van de formule:

∑

k,m,n,σl,σ
′
l

(
(Y L
l−1)n1

)
k,m

Mσl
m,jM

σ′l
k,i(C

n
l )σl,σ′l =

∑

k,n,σl,σ
′
l

M
σ′l
k,i(C

n
l )σl,σ′l

∑

m

(
(Y L
l−1)n1

)
k,m

Mσl
m,j

=
∑

k,σ′l

M
σ′l
k,i

∑

n,σl

Tn,σlk,j (Cnl )σl,σ′l

=
∑

k,σ′l

M
σ′lT
i,k S

σ′l
k,j

= Ui,j

De 3 contracties (voor de constructie van Tn,σlk,j , S
σ′l
k,j en Ui,j) zijn respectievelijk

contract(Y,3,2,M,3,1)

contract(T,4,3,C,3,2)

contract(M,3,1,S,3,1).

B.3.2 Constructie van de XR-blokken

De algemene formule voor een XR-blok wordt gegeven door

(XR
l )i,j =

∑

k,σl,σ
′
l

M
σ′l
j,kM

σl
i,k(Ôl)σl,σ′l +

∑

k,m,σl

(XR
l+1)k,mM

σl
j,mM

σl
i,k +

η∑

α=1

∑

k,m,n,σl,σ
′
l

(
(Y R
l+1)nα

)
k,m

Mσl
j,mM

σ′l
i,k ((Dn

l )α)σl,σ′l
(B.8)

met l = L,L − 1, . . . , 2 en waarbij XR
l+1 = 0 en (Y R

l+1)1 = 0 als l = L. Voor de eerste 2 termen

kunnen we dezelfde opmerking maken als bij de constructie van de XL-blokken, namelijk dat

ze met dezelfde contracties kunnen behandeld worden als hun overeenkomstige termen voor het

Y R-blok zodat de 4 contracties hier gegeven worden door (2 voor elke term):

contract(M,3,3,O,3,1)

contract(M,3,3,T,4,3)

contract(M,3,2,X,3,1)

contract(T,4,3,M,3,3).

Voor de derde term zijn er (zoals bij XL) 3 bewerkingen nodig. We verduidelijken dit opnieuw

aan de hand van de formule waarbij we de index α weglaten, en we er dus rekening mee moeten

houden dat deze berekening η keer moet gedaan worden om vervolgens alle matrices (behorend
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bij een specifieke α) te sommeren:

∑

k,m,n,σl,σ
′
l

(Y R
l+1)nk,mM

σl
j,mM

σ′l
i,k(D

n
l )σl,σ′l

=
∑

k,m,n,σ′l

(Y R
l+1)nk,mM

σ′l
i,k

∑

σl

Mσl
j,m(Dn

l )σl,σ′l

=
∑

k,σ′l

M
σ′l
i,k

∑

m,n

(Y R
l+1)nk,mT

σ′l,n
j,m

=
∑

k,σ′l

M
σ′l
i,k

∑

m,n

(Y R
l+1)nk,mT

(σ′l,n)T
m,j

=
∑

k,σ′l

M
σ′l
i,kS

σ′l
k,j

= Ui,j

De 3 contracties (voor de constructie van T
σ′l,n
j,m , S

σ′l
k,j en Ui,j) zijn respectievelijk

contract(M,3,3,D,3,1)

contract(Y,3,2,T,4,2)

contract(M,3,2,S,3,3).

Het enige dat nu nog rest zijn de contracties voor de energie, maar die verlopen volledig analoog

aan de contracties hierboven beschreven.
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Bijlage C

Input-files van gebruikte

Hamiltonianen

In deze Appendix geven we 2 voorbeelden van hoe we de input-file van een Hamiltoniaan moeten

opstellen.

C.1 Het Heisenbergmodel

Het Heisenbergmodel wordt gegeven door de volgende Hamiltoniaan (zie hoofdstuk 3):

Ĥ =
J

2

L−1∑

i=1

(
Ŝ+
i Ŝ
−
i+1 + Ŝ−i Ŝ

+
i+1 + 2Ŝzi Ŝ

z
i+1

)
− β

L∑

i=1

Ŝzi . (C.1)

Dit is een model met enkel dichtste-nabuur interacties en 3 (=δ) interactie-termen per site. Per
site zal de Hamiltoniaan dus (1+3(1+1))=7 termen bevatten. De input-file ziet er dan als volgt
uit voor fysische dimensie d = 2 (spin-1

2): (indien de dimensie op site 1 en L dezelfde is als de
dimensie op de overige sites, dan stellen we d_edge=0)

function [H_isoHeis,d,d_edge,delta,int_range]=isoHeisenberg(L,J,beta)

%model of the isotropic Heisenberg Hamiltonian in a magnetic field beta

%beta = 0: no magnetic field

%beta \= 0 and J = 0: Hamiltonian for a magnetic field only

Jz=(J)*eye(2,2);

Splus=[0 1;0 0];

Smin=[0 0;1 0];

Sz=[0.5 0;0 -0.5];

BSz=[-beta/2 0;0 beta/2];

%physical dimension

d=2;

d_edge=0;

%number of interaction terms

delta=3;

int_range=1;
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H_isoHeis=randn(d,d,1+delta*(1+int_range),L);

for j=1:1:L

H_isoHeis(:,:,1,j)=BSz;

H_isoHeis(:,:,2,j)=Splus;

H_isoHeis(:,:,3,j)=Smin;

H_isoHeis(:,:,4,j)=Sz;

H_isoHeis(:,:,5,j)=(J/2).*Smin;

H_isoHeis(:,:,6,j)=(J/2).*Splus;

H_isoHeis(:,:,7,j)=Jz*Sz;

end

end

Voor sites l wordt C1
l = S+, C2

l = S−,C3
l = Sz zodat de geassocieerde (Dn

l )α gegeven worden

door (D1
l )α = (J/2)S−, (D2

l )α = (J/2)S+,(D3
l )α = JzS

z (en α = 1). Men dient dus te letten

op de kruiscombinatie van de C- en D-operatoren (een S+ met een S− en vice versa). Het is nu

makkelijk te controleren met de schema’s van figuren (2.7),(2.8),(2.9) en (2.10) dat de gegeven

schikking inderdaad leidt tot de correcte interacties tussen alle sites. We merken ook nog op dat

de lokale operator inderdaad op plaats 1 staat in de Hamiltoniaan.

C.2 Het J1 − J2 model

Het J1 − J2 model wordt beschreven door de volgende Hamiltoniaan (zie hoofdstuk 3):

Ĥ =
J1

2

L−1∑

i=1

(
Ŝ+
i Ŝ
−
i+1 + Ŝ−i Ŝ

+
i+1 + 2Ŝzi Ŝ

z
i+1

)
+
J2

2

L−2∑

i=1

(
Ŝ+
i Ŝ
−
i+2 + Ŝ−i Ŝ

+
i+2 + 2Ŝzi Ŝ

z
i+2

)
. (C.2)

Naast dichtste-nabuur interacties laat dit model ook tweede-orde interacties toe (d.w.z dat een
spintoestand op site l kan interageren met zowel site l + 1 als met site l + 2). Per site zal de
Hamiltoniaan dus (1+3(1+2))=10 termen bevatten. De input-file ziet er dan als volgt uit voor
fysische dimensie d = 2 (spin-1

2):

function [H_MajGho,d,d_edge,delta,int_range]=MajGho(L,J1,J2,beta)

Splus=[0 1;0 0];

Smin=[0 0;1 0];

Sz=[0.5 0;0 -0.5];

BSz=[-beta/2 0;0 beta/2];

%physical dimension

d=2;

d_edge=0;

%number of interaction terms

delta=3;

int_range=2;

H_MajGho=randn(d,d,1+delta*(1+int_range),L);

for j=1:1:L

H_MajGho(:,:,1,j)=BSz;

H_MajGho(:,:,2,j)=Smin;
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H_MajGho(:,:,3,j)=Splus;

H_MajGho(:,:,4,j)=Sz;

H_MajGho(:,:,5,j)=(J1/2).*Splus;

H_MajGho(:,:,6,j)=(J1/2).*Smin;

H_MajGho(:,:,7,j)=J1.*Sz;

H_MajGho(:,:,8,j)=(J2/2).*Splus;

H_MajGho(:,:,9,j)=(J2/2).*Smin;

H_MajGho(:,:,10,j)=J2.*Sz;

end

end

Net als bij het Heisenbergmodel verloopt de constructie via een kruiscombinatie van S+- en

S−-operatoren. Er is nu echter een tweede-orde interactie zodat de Hamiltoniaan 3 termen meer

bevat voor elke site. De schikking van de operatoren blijft echter hetzelfde, enkel de koppelsterkte

verandert.
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Bijlage D

Exact oplosbaar J1 − J2 model

We zullen de grondtoestandsenergie van een exact oplosbaar J1−J2 model (J2 = J1
2 ) berekenen

door expliciet de matrixvoorstelling van de projectie-operator uit te werken (waarom we dit

doen, kan men vinden in hoofdstuk 3). Daartoe maken we gebruik van angulaire momentum-

algebra, namelijk het koppelen van spins. Het koppelen van spins gebeurt door een lineaire

combinatie te maken van mogelijke spinprojecties waarbij elke term gewogen wordt met een

Clebsch-Gordan coëfficiënt ([35]). De mogelijke waarden van de gekoppelde spin s (bekomen

door de koppeling van s1 en s2) worden gevonden aan de hand van de driehoeksrelatie

|s1 − s2| ≤ s ≤ |s1 + s2| . (D.1)

Voor het koppelen van 2 spin-1
2 vinden we makkelijk (met s1 = s2 = 1

2 en dus s = 0 of s = 1)

|11〉 = |↑〉 |↑〉 ∆
= |↑↑〉

|10〉 =
1√
2

(|↑↓〉+ |↓↑〉)

|1− 1〉 = |↓↓〉

|00〉 =
1√
2

(|↑↓〉 − |↓↑〉)

waarbij we de gekoppelde spins genoteerd hebben met |sms〉 en de ongekoppelde spins met∣∣1
2ms

〉 ∆
= |ms〉 = |↑〉 of |↓〉 (bemerk ook de definitie van de notatie in de eerste regel; deze is

niet hetzelfde als de definitie van |↑↑〉 in hoofdstuk 4). Nu moeten we deze gekoppelde spin

nogmaals koppelen met een spin-1
2 om een koppeling van 3 spins te bekomen. We noteren deze

totale gekoppelde spin als S (bekomen door de koppeling van s = 0 of s = 1 met s3 = 1
2). Om

de mogelijke |SmS〉 te vinden, maken we gebruik van de algemene spinkoppelingsformule ([35])

|SmS〉 =
∑

ms

∑

ms3

〈1ms
1

2
ms3 |SmS〉 |1ms〉 |

1

2
ms3〉 . (D.2)

In bovenstaande formule zijn 〈1ms
1
2ms3 |SmS〉 de Clebsch-Gordan coëfficiënten die verschillend

van nul zijn als ms+ms3 = mS . We willen nu de projectie-operator P 3
2

op een spin-3
2 subruimte

construeren:

P 3
2

=

∣∣∣∣
3

2

3

2

〉〈
3

2

3

2

∣∣∣∣+

∣∣∣∣
3

2

1

2

〉〈
3

2

1

2

∣∣∣∣+

∣∣∣∣
3

2
− 1

2

〉〈
3

2
− 1

2

∣∣∣∣+

∣∣∣∣
3

2
− 3

2

〉〈
3

2
− 3

2

∣∣∣∣ (D.3)
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waarbij we alle | 3
2mS 〉 moeten bepalen via (D.2). We vinden achtereenvolgens:

∣∣∣∣
3

2

3

2

〉
= |11〉

∣∣∣∣
1

2

1

2

〉
= |↑↑〉 |↑〉 ∆

= |↑↑↑〉
∣∣∣∣
3

2

1

2

〉
=

1√
3

(|↑↑↓〉+ |↑↓↑〉+ |↓↑↑〉)
∣∣∣∣
3

2
− 1

2

〉
=

1√
3

(|↓↓↑〉+ |↑↓↓〉+ |↓↑↓〉)
∣∣∣∣
3

2
− 3

2

〉
= |↓↓↓〉

Aangezien de 3 spins elk 2 mogelijke spin-projecties (up of down) hebben, wordt de projectie-

operator in de ongekoppelde representatie voorgesteld door een (8 × 8) matrix in de volgende

basis

{|↓↓↓〉 , |↓↓↑〉 , |↓↑↓〉 , |↑↓↓〉 , |↓↑↑〉 , |↑↓↑〉 , |↑↑↓〉 , |↑↑↑〉} . (D.4)

Dit geeft uiteindelijk de volgende matrixvoorstelling:

P 3
2

=




1 0 0 0 0 0 0 0

0 1/3 1/3 1/3 0 0 0 0

0 1/3 1/3 1/3 0 0 0 0

0 1/3 1/3 1/3 0 0 0 0

0 0 0 0 1/3 1/3 1/3 0

0 0 0 0 1/3 1/3 1/3 0

0 0 0 0 1/3 1/3 1/3 0

0 0 0 0 0 0 0 1




. (D.5)

De volgende stap in het bewijs steunt op het aantonen van de volgende identiteit:

P 3
2
(Ŝi, Ŝi+1, Ŝi+2) ≡ 2

3

(
Ŝi ◦ Ŝi+1 + Ŝi ◦ Ŝi+2 + Ŝi+1 ◦ Ŝi+2

)
+

1

2
. (D.6)

Om deze identiteit te bewijzen maken we gebruik van de volgende matrixelementen:

〈
m′im

′
i+1m

′
i+2 | S+

i S
−
i+1 |mimi+1mi+2 〉 = δmi,−1/2δm′i,1/2δmi+1,1/2δm′i+1,−1/2δmi+2,m′i+2〈

m′im
′
i+1m

′
i+2 | S−i S+

i+1 |mimi+1mi+2 〉 = δmi,1/2δm′i,−1/2δmi+1,−1/2δm′i+1,1/2
δmi+2,m′i+2

〈
m′im

′
i+1m

′
i+2 | Szi Szi+1 |mimi+1mi+2 〉 = mimi+1

i+2∏

k=i

δmk,m′k

〈
m′im

′
i+1m

′
i+2 | S+

i S
−
i+2 |mimi+1mi+2 〉 = δmi,−1/2δm′i,1/2δmi+1,m′i+1

δmi+2,1/2δm′i+2,−1/2

〈
m′im

′
i+1m

′
i+2 | S−i S+

i+2 |mimi+1mi+2 〉 = δmi,1/2δm′i,−1/2δmi+1,m′i+1
δmi+2,−1/2δm′i+2,1/2

〈
m′im

′
i+1m

′
i+2 | Szi Szi+2 |mimi+1mi+2 〉 = mimi+2

i+2∏

k=i

δmk,m′k

Als we ook nog rekening houden met

Ŝi ◦ Ŝj =
1

2

(
S+
i S
−
j + S−i S

+
j

)
+ Szi S

z
j (D.7)
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dan kan men na enig rekenwerk aantonen dat het rechterlid van (D.6) dezelfde matrixvoorstelling

heeft als (D.5). Nu moeten we nog een verband leggen met de Majumdar-Ghosh Hamiltoniaan.

Beschouw daartoe

∞∑

i=1

P 3
2
(Ŝi, Ŝi+1, Ŝi+2) =

∞∑

i=1

(
2

3

(
Ŝi ◦ Ŝi+1 + Ŝi ◦ Ŝi+2 + Ŝi+1 ◦ Ŝi+2

)
+

1

2

)

=
∞∑

i=1

(
2

3

(
2Ŝi ◦ Ŝi+1 + Ŝi ◦ Ŝi+2

)
+

1

2

)

=
∞∑

i=1

4

3

((
Ŝi ◦ Ŝi+1 +

1

2
Ŝi ◦ Ŝi+2

)
+

3

8

)
(D.8)

De meest algemene J1 − J2 Hamiltoniaan wordt gegeven door

ĤMG = J1

∑

i

(
Ŝi ◦ Ŝi+1 +

J2

J1
Ŝi ◦ Ŝi+2

)
(D.9)

Stel dat we een oneindig lange ketting L → ∞ beschouwen in het speciale geval J2 = J1
2 (het

Majumdar-Ghosh punt) dan is het duidelijk dat

ĤMG =
3J1

4

L∑

i=1

P 3
2
(Ŝi, Ŝi+1, Ŝi+2)− 3

8
J1L. (D.10)

Om de energie minimaal te maken in de grondtoestand |Θ〉 zal er moeten gelden dat1

∑

i

P 3
2
|Θ〉 = 0 (D.11)

zodat de energie in de grondtoestand E0 van een Majumdar-Ghosh ketting (J2 = J1
2 ) in de

limiet gegeven wordt door

E0 = −3

8
J1L. (D.12)

Voor dit bijzondere geval kunnen we de resultaten bekomen met het VMPS-algoritme vergelijken

met het analytische resultaat. Een alternatief en sneller bewijs2 voor (D.8) bestaat uit het

kwadrateren van

Ŝ = Ŝ1 + Ŝ2 + Ŝ3 (D.13)

en te stellen dat Ŝ2Ŝ3 = Ŝ1Ŝ2. Als men dan als algemene gedaante van P 3
2

de volgende

uitdrukking

P 3
2

= aŜ
2

+ b

vooropstelt en eist dat

P 3
2
| S =

1

2
〉 = 0

P 3
2
| S =

3

2
〉 = 1

1Een projectie-operator P is idempotent, P 2 = P , zodat de eigenwaarden 0 of 1 zijn.
2Met dank aan S. Wouters.
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dan vinden we de volgende uitdrukkingen

3

4
a+ b = 0

15

4
a+ b = 1

waaruit a = 1
3 en b = −1

4 . Na enig rekenwerk bekomt men dan

P 3
2

=
4

3

((
Ŝi ◦ Ŝi+1 +

1

2
Ŝi ◦ Ŝi+2

)
+

3

8

)

waarna de verdere stappen volledig analoog verlopen als deze in het eerste bewijs.
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Bijlage E

Tweedeeltjesinteractie voor de H2

molecule

De tweedeeltjesinteractie V kan opgesplitst worden (zoals aangetoond in hoofdstuk 5) in een

som van volgende termen:

� een stuk dat de on-site interactie bevat, dus V (i, i, i, i)

� termen die een combinatie van operatoren op twee verschillende sites bevatten: V 2

� termen die een combinatie van operatoren op drie verschillende sites bevatten: V 3

� termen die een combinatie van operatoren op vier verschillende sites bevatten: V 4

We zullen hieronder alle termen met operatoren op twee verschillende sites en hun correspon-

derende matrixvoorstellingen oplijsten (dit zijn dus de elementen die we nodig hebben voor de

H2 molecule). Let op dat we daarbij werken met het directe matrixelement (zie Hoofdstuk 2

van ([28])) en dus niet met het gesymmetriseerd matrixelement. De V 2-interactie wordt gegeven

door

V 2 =
∑

i<j

Vijjj

(
a†i,↑a

†
j,↓aj,↓aj,↑ + a†i,↓a

†
j,↑aj,↑aj,↓ + ai,↑a

†
j,↓a
†
j,↑aj,↓ + ai,↓a

†
j,↑a
†
j,↓aj,↑

)
+

Vjiii

(
a†i,↑ai,↓ai,↑a

†
j,↓ + a†i,↓ai,↑ai,↓a

†
j,↑ + a†i,↓a

†
i,↑ai,↑aj,↓ + a†i,↑a

†
i,↓ai,↓aj,↑

)
+

Viijj

(
a†i,↑ai,↓

(
−a†j,↓aj,↑

)
+ a†i,↓ai,↑

(
−a†j,↑aj,↓

)
+ a†i,↓a

†
i,↑aj,↑aj,↓ + ai,↓ai,↑a

†
j,↑a
†
j,↓

)
+

Vijij (ni,↑nj,↓ + ni,↓nj,↑) + (Vijij − Viijj)ni,↑nj↑ + (Vijij − Viijj)ni,↓nj↓. (E.1)

Nu moeten we voor elk van deze combinaties de matrixelementen in de lokale basis uitwerken

en we gaan daarbij te werk zoals ook beschreven is in hoofdstuk 5, maar nu construeren we

de matrices geassocieerd aan twee verschillende sites terwijl we in hoofdstuk 5 de behandeling

gedaan hebben voor drie verschillende sites. De redeneringen zijn echter volledig gelijklopend

en we kiezen opnieuw j = i+ 1 en houden in het algoritme rekening met eventuele fasefactoren

als er zich op site i (en dus ook op site j) een oneven aantal operatoren bevinden. De

108



matrixvoorstellingen worden hieronder weergegeven.

a†i,↑a
†
j,↓aj,↓aj,↑ =




0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −1 0







0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0




(E.2)

a†i,↓a
†
j,↑aj,↑aj,↓ =




0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0







0 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 0 0

0 0 0 0




(E.3)

ai,↑a
†
j,↓a
†
j,↑aj,↓ =




0 −1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0







0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −1 0




(E.4)

ai,↓a
†
j,↑a
†
j,↓aj,↑ =




0 0 −1 0

0 0 0 −1

0 0 0 0

0 0 0 0







0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0




(E.5)

a†i,↑ai,↓ai,↑a
†
j,↓ =




0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0







0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 −1 0 0




(E.6)

a†i,↓ai,↑ai,↓a
†
j,↑ =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 0 0







0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0




(E.7)

a†i,↓a
†
i,↑ai,↑aj,↓ =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0







0 0 1 0

0 0 0 −1

0 0 0 0

0 0 0 0




(E.8)

a†i,↑a
†
i,↓ai,↓aj,↑ =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −1 0







0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0




(E.9)

a†i,↑ai,↓
(
−a†j,↓aj,↑

)
=




0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0







0 0 0 0

0 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 0 0




(E.10)
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a†i,↓ai,↑
(
−a†j,↑aj,↓

)
=




0 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0







0 0 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 0

0 0 0 0




(E.11)

a†i,↓a
†
i,↑aj,↑aj,↓ =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

−1 0 0 0







0 0 0 −1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




(E.12)

ai,↓ai,↑a
†
j,↑a
†
j,↓ =




0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0







0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0




(E.13)

ni,↑nj,↓ =




0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1







0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




(E.14)

ni,↓nj,↑ =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1







0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1




(E.15)

ni,↑nj,↑ =




0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1







0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1




(E.16)

ni,↓nj,↓ =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1







0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




(E.17)

Voor V 3 en V 4 hebben we respectievelijk δ3 = 60 en δ3 = 48 verschillende termen, zodat

we in totaal δ3 + δ4 = 108 verschillende matrixcombinaties hebben. Dit is een groot

aantal en we hebben dan ook een programma ontwikkeld dat een logica bevat om dergelijke

matrixvoorstellingen te genereren door enerzijds in te geven hoe de creatie- en annihilatie-

operatoren ten opzichte van elkaar staan en anderzijds te vermelden welke operatoren zich op

dezelfde site bevinden. Dit kan men dan gebruiken indien men het programma wil uitbreiden

naar long-range moleculaire kettingen.
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