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Voorwoord

Het was een heldere koude dag in april, en de klokken sloegen dertien. Meer dan een jaar
geleden intussen brak het moment aan waarop een student beseft dat een belangrijk hoofdstuk
in zijn leven aan zijn finale paragraaf toe is: het kiezen van een onderwerp voor zijn mas-
terproef. De keuzemogelijkheden waren uitgebreid, mijn verwachtingen hooggespannen. De
voorbije jaren hadden duidelijk gemaakt dat cursussen die starten vanuit de fundamenten in
de natuurkunde, en behendig laveren tussen theoretische afleidingen teneinde relevante en ve-
rifieerbare resultaten te bekomen, mij het meest aanspraken. Indien mogelijk, zou mijn thesis
op dezelfde leest geschoeid zijn.

In de lijst met mogelijke onderwerpen spraken er mij een aantal in het bijzonder aan — niet
toevallig allen aangeboden door het Centrum voor Moleculaire Modellering (CMM) — die de
brug slaan tussen theorie en praktijk. De uiteindelijke keuze voor dit onderwerp sluit volledig
aan bij die gedachte. Hoewel de fundamenten waarop deze thesis gebouwd is, teruggrijpen
tot de negentiende eeuw, vinden de uiteindelijke geimplementeerde bewegingsvergelijkingen
onder andere hun toepassing in de karakterisatie van nieuwe materialen. Het is uiteraard aan
u, als lezer van deze thesis, om te oordelen of deze tekst erin slaagt die gedachte in praktijk om
te zetten, en mijn passie voor dit onderwerp over te brengen.

De totstandkoming van deze masterproef is echter niet alleen mijn verdienste. Velen hebben
bijgedragen, gecorrigeerd en gestuurd, en zodoende geleid tot het werk dat nu voor u ligt. Een
uitgebreid dankwoord aan deze mensen is dan ook zeker op zijn plaats.

Vooreerst wens ik mijn promotoren, prof. dr. ir. Veronique Van Speybroeck en prof. dr. ir. Toon
Verstraelen te bedanken voor het delen van hun uitgebreide ervaring. Dankzij jullie inspannin-
gen en ideeén bij de onvermijdbare hindernissen gedurende het afgelopen jaar, en dankzij jullie
kritische kanttekeningen bij de tussentijdse rapporten, is het objectief van deze thesis nooit uit
het oog verloren, en is de thesis uitgegroeid tot dit resultaat.

Ook mijn begeleider, Louis, verdient een bijzondere vermelding in dit dankwoord. Al vanaf
de keuze van het onderwerp wist je mijn interesse in dit onderwerp aan te wakkeren. Zowel
bij theoretische als bij praktische vragen nam je uitgebreid de tijd om mij van een antwoord te
voorzien. Dankzij jouw inspanningen en enthousiasme heb ik in ijltempo het simulatiepakket
yaff en de programmeertaal Python leren gebruiken, en is mijn interesse in het verderzetten
van dit onderzoek nog toegenomen.

Hiernaast ben ik ook een woord van dank verschuldigd aan de andere leden van het CMM
voor hun inbreng in dit werk en het creéren van de motiverende werksfeer. In het bijzonder
wens ik prof. em. dr. Michel Waroquier te bedanken voor zijn steun en raad; An, voor haar
interesse en opmerkingen; en Kurt, voor de puntjes op de al dan niet spreekwoordelijke i te
plaatsen. Doorheen dit werk is ook de hulp van volgende personen onontbeerlijk gebleken:
Stijn, voor zijn begrijpbare inleiding tot de symplectische voorwaarde; Ward voor de eerste
hulp bij computationele problemen; Kim, voor de kritische blik op dit finaal document; en



ii

Jeroen en Kristof, voor het voorzien van referentiesimulaties en de enthousiaste sfeer in het
bureau.

Ook mijn medethesisstudenten Ruben, Pieter en Steven verdienen een vermelding in dit dank-
woord. Het schrijven van een thesis gaat onvermijdelijk gepaard met momenten waarbij frus-
traties aan het oppervlak komen, waarbij het schrijven al eens minder vlot gaat. Dankzij jullie
luisterend oor en jullie aanwezigheid zijn deze momenten echter beperkt gebleven, en kan ik
tevreden terugkijken op de gezellige gesprekken het afgelopen thesisjaar.

Ten slotte wens ik ook mijn ouders en zus, en bij uitbreiding de rest van de familie te bedanken
voor hun onvoorwaardelijke steun — het humeur van een thesisstudent nabij deadlines maakt
immers rare sprongen. In het bijzonder wens ik hen ook te danken voor de mogelijkheden die
ze mij de afgelopen jaren geboden hebben, en voor hun bemoedigingen, zowel in het verleden
als naar de toekomst toe.

Sven Rogge
1juni 2014
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Samenvatting

In dit werk wordt nagegaan op welke wijze de bewegingsvergelijkingen voor moleculaire
constituenten kunnen afgeleid en geimplementeerd worden in aanwezigheid van een ther-
mostaat en/of barostaat. Op basis van het extenderen van de originele Lagrangiaan wor-
den op deze manier de bewegingsvergelijkingen horende bij de Nosé-Hooverthermostaat en
—thermostaatketen en de Martyna—Tobias—Kleinbarostaat opgesteld. Via de Trotterexpansie
van de Liouville-operator worden deze bewegingsvergelijkingen gediscretiseerd en geimple-
menteerd als aanvulling op het bestaande simulatiepakket yaff.

Bij elk van deze ensembles worden de behouden grootheden gedefinieerd, om zo de bekomen
algoritmes eenvoudig te kunnen valideren. Als verificatie worden ook uitgebreidere metho-
des uitgewerkt die gebruikmaken van de theoretische temperatuurs— en drukdistributie en het
vermogensspectrum. De bekomen algoritmes worden bovendien aangewend in de bepaling
van enkele dynamische eigenschappen van MIL-53(Al), met name de warmtecapaciteit en het
ademend gedrag van dit nanoporeus materiaal.

Trefwoorden

Moleculaire Dynamica, statistische mechanica, kanonisch ensemble, isotherm—isobaar ensem-
ble, moleculaire modellering
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1sobaric Molecular Dynamics simulations
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Abstract— This work addresses the derivation and implemen-
tation of the equations of motion of molecular constituents in the
presence of a thermostat and/or barostat. These equations of mo-
tion are established based on the extension of the Lagrangian,
and yield via the Trotter expansion of their Liouville operator
a discretized set of update equations which can be implemented
in simulation packages. The obtained algorithms are validated
through conserved quantities, simulated temperature and pres-
sure distributions and the power spectrum associated to water, di-
amond and MIL-53(Al). The techniques are also applied to char-
acterize some properties of the MIL-53(Al) metal-organic frame-
work, in particular the heat capacity and breathing behavior of
this nanoporous material.

Keywords—Molecular Dynamics, statistical mechanics, canon-
ical ensemble, isothermal-isobaric ensemble, molecular modeling

I. INTRODUCTION AND OBJECTIVES

OMPUTATIONAL simulations have become an

indispensable asset in materials research for ad-
vanced purposes. To determine the microscopic move-
ment of the constituents of these materials, equations of
motion should be available to update their positions at
each time step. To mimick the experimental environ-
ment, these equations should be extended to capture the
experimental constraints, such as a constant temperature
or a constant applied pressure. The pioneering work of
Andersen first demonstrated how these equations are al-
tered in the presence of a thermostat and a barostat by
introducing fictitious stochastic forces [1]. However, if
one wishes to determine dynamical properties, a deter-
ministic approach is indispensable, which is provided in
this work.

In this thesis, deterministic equations of motion are
presented, starting from an extension of the Lagrangian,
followed by the derivation of these equations via the
Hamiltonian formalism. These equations are then dis-
cretized using Trotter’s expansion of the Liouville oper-
ator, and implemented in ya f £, an in—house simulation
package aiming at the static and dynamic characteriza-
tion of molecular structures based on force fields, devel-
oped at the Center for Molecular Modeling (CMM) [2].
These algorithms are then thoroughly validated and ap-
plied to characterize some properties of MIL-53(Al).

Since a molecular system typically consists of a vast
amount of particles — of the order of the number of
Avogadro, i.e. 10%® particles per mole, the principles of

S. Rogge is with the Center for Molecular Modeling, Ghent Univer-
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Fig. 1: Depiction of the breathing of MIL-53, between
the (a) open and (b) closed configuration.

statistical physics will be applied to describe a system
based on its partition function and the properties derived
from it. Moreover, considering that the phase space of
the system is still too sizable, algorithms should be em-
ployed to efficiently sample the potential energy surface
in this phase space, which is where Molecular Dynam-
ics (MD) comes into play. An MD algorithm determines
the forces in the current configuration, and subsequently
updates this configuration to the next one, based on the
equations of motion. These equations need to be de-
rived for the ensembles of interest: the microcanonical
(Sec. II), the canonical (Sec. III) and the isothermal—
isobaric ensemble (Sec. IV). The obtained algorithms
are validated in Sec. V and applied in Sec. VI to char-
acterize the MIL-53(Al) framework, which is the pro-
totype example of a flexible metal-organic framework
and is shown in Fig. 1 [3][4].

II. THE MICROCANONICAL ENSEMBLE

The microcanonical ensemble describes a system un-
der conditions of a constant number of atoms n, a con-
stant volume V and a constant energy E. The La-
grangian for a system of masses m;, determined by IV
generalized coordinates ¢; and a potential energy V), is
given under these constraints by

Ny mag?
L=) —% -V (1)
i=1
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Following the Hamiltonian formalism, one can de-
rive the corresponding equations of motion, which are
found to be the classical Newtonian equations. In or-
der to be used in a computer algorithm, these equations
should be discretized. The obvious choice for a Taylor
expansion yields a feasible result, but does not contain



any information on the propagation of the error intro-
duced by this expansion. Moreover, it is not guaranteed
that the symplectic condition, an inherent property of
all solutions of Hamilton’s equations [5], is met. There-
fore, a more general approach using the Liouville opera-
tor associated with the equations of motion is followed,
which is subsequently discretized using Trotter’s expan-
sion [6].

III. THE CANONICAL ENSEMBLE

Since experimental techniques preferably impose a
certain temperature 7' on the system instead of a con-
stant energy E, the canonical or NV ensemble is of
more practical interest. Several techniques exist to ther-
mostat the equations of motion, but are usually stochas-
tic (Andersen [1] and Langevin thermostat [7]) or do
not reproduce the canonical ensemble exactly (Berend-
sen thermostat [8]), leading to unphysical results.

A. Nosé and Nosé—Hoover thermostat

The extended Lagrangian method followed in this
work is based on the work of Nosé [9][10], in which the
Lagrangian of a system of n atoms with coordinates r;
is extended to incorporate fictitious thermostat variables
s and §:

mvzs;f’zz — V4 Q

L= 5 $2 — LkgTIns, (2)
=1

n
i=
with kp the Boltzmann constant. One identifies the
third term in this expression with the fictitious kinetic
energy of the thermostat (and hence () with a thermo-
stat mass), and the fourth term with the corresponding
fictitious potential energy. The peculiar logarithmic de-
pendence on s is a prerequisite to achieve the appropri-
ate partition function, and hence to sample the canon-
ical ensemble correctly. Furthermore, L is a constant,
unequivocally determined by the implementation.

The equations of motion emerging from the La-
grangian of Eq. 2 can be uncoupled using an additional
transformation of the thermostat variables, as was ob-
served by Hoover [11]. It is verified in this thesis that
these modified equations of motion are also Hamilto-
nian, since an altered Lagrangian can be found that gen-
erates these equations.

B. Extension to thermostat chains

While working well for large systems, the equations
of motion established in the preceding paragraph give
rise to a violation of the ergodic principle when applied
to systems with a limited number of degrees of freedom,
as observed by Martyna et al. [12]. These limitations
can be overcome by introducing extra thermostat beads
— and hence extra degrees of freedom. A first method
to incorporate these, is by expanding the Lagrangian of
Eq. 2. Although this yields correct canonical equations
of motion, as proven by the appropriate partition func-
tion, the resulting equations of motion are strongly cou-
pled, which hinders a fast and easy implementation.

An easier approach is found by adding extra terms to
the update equations of the single thermostat bead of the
previous paragraph. However, this approach does not
ensure the correct ensemble is sampled. To prove the
correctness of this algorithm, the idea of Melchionna
et al. [13] to impose conservation of probability is ex-
plored. After some calculation, it can be proven that the
equations of motion 77(n) correspond to an ensemble
with probability distribution f = e~ if the follow-
ing condition is met:

kpTVy-n=mn VaoHr, 3)

where 77 is the phase space vector containing all coor-
dinates and conjugate momenta describing the system
under study, 7-£T is a nonconserved but characteristic
energy expression and 3 = (kgT)~!. Again, the Trot-
ter expansion of the Liouville operator is employed to
discretize the equations of motion.

IV. THE ISOTHERMAL-ISOBARIC ENSEMBLE

A third ensemble of interest is the isothermal—
isobaric ensemble, in which not only the temperature
T is controlled externally, but also an isotropic pres-
sure P is imposed with the help of a barostat and al-
lowing anisotropic fluctuations of the cell tensor. As for
the thermostat, several barostatting techniques already
exist, but are stochastic (Langevin [14] and McDonald
barostat [15]), or do no exactly reproduce the desired
ensemble (Berendsen barostat [8]).

To determine the effect of the barostat separately
from the thermostat, the iso-enthalpic—isobaric ensem-
ble is addressed first, in which the enthalpy H and the
pressure P are imposed externally. Since the partition
function of an isolated molecule is retrieved by adding
an extra term PV to the original Hamiltonian, the ob-
vious choice for the extended Lagrangian of a periodic
system with cell tensor C would be to add an extra term
— P det C, expressing the potential energy associated
specifically with the volume. However, without a cor-
responding kinetic term containing time derivatives of
the cell tensor, the simulation cell remains stationary.
A plausible choice for this kinetic term leads to the the
Parrinello-Rahman Lagrangian [16]:

" m, fTCTCH, W e
L= ; T = VP det O Tr [CTC} :

2
“)
with Tr the trace of the matrix, i.e. the sum of its diago-
nal elements, W the barostat mass and f; the fractional
coordinates.

After correcting the resulting equations of motion de-
rived from the Lagrangian in Eq. 4 to be modularly in-
variant [17] — i.e. not depending on the choice of sim-
ulation cell — and dealing with the volume and shape
of the simulation cell separately, equations of motion
are retrieved that work well in case external forces are
present. To ensure these equations also apply when no
external force is present, additional terms are added to
these equations, rendering them non—Hamiltonian.



The isothermal-isobaric ensemble is retrieved from
the iso-enthalpic—isobaric ensemble by adding a ther-
mostat, as in Sec. III. The resulting equations of motion
are found by combining the equations of motion from
this and the preceding paragraph. This yields in case of
a single thermostat bead:

T, = %n—k%

Boo= Spm- Ve e

. C

by = (Pu—PLV + ;f_l”] ~%p,
: p

-

pe = anpi+Tr(pW§pg)—LkBT, )

in which the internal pressure tensor Pj, is defined
based on the virial tensor = as

zn: Pi®Pi o
° m; -
i=1

and V' = det C. The first two equations describe the
time evolution of the atomic positions r; and their mo-
menta p;, followed by the update equations for the baro-
stat, with the cell tensor C and its associated momen-
tum pg, and finally the update of the single thermo-
stat bead, represented by the variable £ = In s and its
associated momentum p¢. These equations are easily
extended to a complete thermostat chain. Moreover,
if p;, = 0, the equations of motion in the canonical
ensemble are retrieved, while the equations of motion
for the iso-enthalpic—isobaric ensemble can be found by
putting p¢ = 0. The correctness of these equations has
again been verified based on Eq. 3.

1
Pin = - ; (6)

V. VALIDATION TECHNIQUES

Besides the first validation of the algorithm on the
conserved center—of-mass energy, several other veri-
fication techniques are discussed: conservation of to-
tal energy, comparison of the expected temperature and
pressure distribution with the simulated data, and finally
comparison of the power spectrum with data obtained
from other simulation packages.

A. Effect of the thermostat and barostat

When applying a thermostat or a barostat to the sys-
tem, the corresponding mass () or W should be cho-
sen with precaution. It is observed that the choice of
the thermostat mass () plays an important role during
the simulation, influencing both the conserved ener-
getic quantity and the simulated temperature distribu-
tion. When one of the frequencies associated with the

TABLE I: Effect of the imposed pressure P on the
mean normalized pressure (P)/P and its standard de-
viation op for a 500 ps N PT'(300 K) simulation on a
periodic MIL-53(Al) material with a barostat time con-
stant 7p = 1000 fs.

P[MPa] | 103 10° 10°
(PY/P | =333 1.03 1.00
op [MPa] | 555.6 546.9 632.4

thermostat movement nearly coincides with a character-
istic frequency of the system, it is noted the resonance
peak formed by the coupling of the thermostat and the
original system cannot be sampled efficiently, resulting
in the fictitious potential energy and the constant en-
ergetic quantity to diverge. This divergence increases
with the chain length, and can be overcome by a proper
choice of this mass.

The most pronounced effect of the thermostat chain
on the temperature distribution is however determined
by its length: the number of thermostat beads should be
sufficiently large to fulfill the ergodic principle, but still
small enough not to affect the original system too much.

In contrast, the barostat mass W, which is typically
much larger than the thermostat mass, hardly affects
the conserved energy nor the theoretical distribution.
Moreover, it is shown that the cell parameters of MIL—
53(ADnp are unaffected by the choice of this mass.

However, it is observed that the pressure fluctuations
can be very large, of the order of GPa, which greatly in-
fluences the simulation, as can be seen in Tab. I. For
small external pressures P (smaller than 1 MPa), a
500 ps NPT simulation at 300 K does not yet yield
a converged pressure distribution because of these large
fluctuations. However, this problem mitigates for higher
external pressures, and completely disappears for exter-
nal pressures higher than 1 MPa (and a simulation time
of 500 ps). To improve the accuracy for lower pressures,
longer simulation times are required.

Finally, it is observed that both the thermostat and
barostat mass affect the convergence speed: the larger
the mass, the slower the simulated temperature and
pressure distribution match the theoretically expected
distributions.

B. Power spectrum

A last verification method is obtained by looking at
the power spectrum of the different simulated systems.
As seen in Fig. 2 for an NV'T' (300 K) simulation of wa-
ter, the simulated data (blue) cannot be explained by the
expected system peaks (green) alone. One also needs
to take into account additional peaks, which are intro-
duced by the coupling of the thermostat and the original
system (brown). The location of these peaks depends
on the thermostat mass, with a frequency shift corre-
sponding to the characteristic frequencies in the power
spectrum associated with the thermostat velocities. It is
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Fig. 2: Simulated power spectrum of an isolated water
molecule in an NVT (300 K), with a thermostat time
constant of 10 fs. The simulated spectrum (blue) shows
peaks corresponding to the original system (green) and
thermostat coupling (brown).

shown that this frequency shift depends on the choice of
the thermostat mass.

The effect of the barostat on the power spectrum is
less pronounced, because the higher barostat mass leads
to a lower frequency shift, and hence coupling peaks
that are no longer distinguishable from the original sys-
tem peaks.

VI. THERMAL AND MECHANICAL
CHARACTERIZATION OF MIL-53(AL)

The implemented canonical and isothermal—isobaric
ensembles are applied in two practical cases: the
determination of the isochoric heat capacity of the
nanoporous material MIL-53(Al), and of the pressure
for which this material undergoes a structural transition.

A. Isochoric heat capacity

The isochoric heat capacity Cy is determined via
MD simulations in yaf £, performed both in the micro-
canonical and canonical ensemble. For the canonical
ensemble, the heat capacity can be determined based on
the energy fluctuations. However, for the microcanon-
ical ensemble, a more elaborate expression is needed,
based on the work of Rugh [18]. Furthermore, the heat
capacity is also calculated via a normal mode analysis
(NMA), a static method in which the eigenfrequencies
of the system are determined using the in—house pack-
ages yaff and TAMkin [19]. Assuming that the in-
ternal modes can be described as uncoupled harmonic
oscillators, a quantummechanical (QM) partition func-
tion can be established, whereas the MD simulations
are inherently classical. For all calculations, the MIL—
53(Al) force field optimized by Vanduyfhuys et al. was
used [20], in which the van der Waals interactions where
scaled with a factor 0.85 to better correspond with ex-
perimentally measured energy differences.

The results of these calculations are shown in Fig. 3.
The canonical simulation yields heat capacities that are

45— ‘ ‘ —
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Fig. 3: Simulated isochoric heat capacity Cy of MIL—
53(Al) as function of the temperature, with indication
of the standard deviation for the MD simulations.

larger than the empirical limit of Dulong and Petit [21].
This discrepancy is attributed to anharmonical contribu-
tions to the potential energy. Moreover, since the static
calculation using a QM partition function does not co-
incide with the limit of Dulong and Petit, the classical
treatment in MD is not completely correct, and calcu-
lations should be based on an exact QM partition func-
tion. This statement is verified based on the calcula-
tion of the highest vibrational temperature in the system,
which is due to an O-H stretch and amounts to more
than 5000 K. Since the lower lying vibrational modes
correspond to lower temperatures, a correct heat capac-
ity could be obtained by treating only the lightest atoms
fully quantummechanically, whereas the heavier atoms
are still described using a classical partition function.

B. Structural pressure—driven transition

N PT simulations of MIL-53(Al)lp reveal transitions
from this large pore to the narrow pore structure under
influence of an applied pressure of about 10 MPa [22],
known in literature as breathing [23]. Unlike experi-
mental data, these transitions occur at every simulated
pressure due to the large pressure fluctuations that char-
acterize the used barostat.

However, one can differentiate between transitions
due to fluctuations and those due to the mean applied
pressure: for the first type of transitions, the transition
time is exponentially distributed as the result of a Pois-
son process, with a high transition time, while the sec-
ond type of transition is much faster and has a smaller
width. These theoretical considerations are indeed re-
trieved, and can for instance be observed in the mean
transition time depicted in Fig. 4. Based on the distri-
bution of the transition time, a clear distinction can be
made between both regimes, leading to a structural de-
formation at a pressure of about 10 MPa.

As a last application, it is observed that both the
time to transition mentioned before, as well as the time
necessary to undergo the structural change, are depen-
dent on the barostat mass. Higher masses increase
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53(Al)lp to MIL-53(ADnp as function of the applied
pressure, for various barostat masses.

both quantities, which raises the question which baro-
stat mass — if any — reflects the experimental data best.
Howeyver, this observation does not influence the defor-
mation pressure of 10 MPa obtained before, which is
the final validation of the implemented ensemble.

VII. CONCLUSIONS

In this work, existing algorithms were retrieved and
new algorithms were proposed to mimick the behavior
of extended molecular systems under constraints of con-
stant temperature and pressure by extending the origi-
nal Lagrangian. The resulting equations of motion were
discretized using the Trotter expansion of the associated
Liouville operator, and extensively verified via different
validation techniques. As an example, the heat capacity
of MIL-53(Al), as well as the characteristic breathing
behavior of this nanoporous material were investigated.
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Hoofdstuk 1

Situering en doelstelling

But although, as a matter of history, statistical mechanics owes its origin to investigations
in thermodynamics, it seems eminently worthy of an independent development, both on
account of the elegance and simplicity of its principles, and because it yields new results and
places old truths in a new light in departments quite outside of thermodynamics.

—]Josiah Willard Gibbs

Historische beschrijvingen in de natuurkunde, geschreven voor de tweede helft van de 20ste
eeuw, kunnen gewoonlijk onderverdeeld worden in twee categorieén. Een eerste klasse van
werken — tevens de oudste, teruggrijpend tot de Griekse Oudheid - tracht vanuit fysische
waarnemingen empirische wetten te formuleren die een verband uitdrukken tussen de ver-
schillende macroscopische variabelen zoals druk, temperatuur en aantal deeltjes. Hierbij is
verdere kennis omtrent de aard van de constituenten die het beschouwde systeem samen-
stellen onnodig. Bijgevolg zijn deze formuleringen onafhankelijk van deze samenstellende
deeltjes. Dit heeft enerzijds als voordeel dat, als nieuwe inzichten verkregen worden in de fun-
damentele deeltjes of interacties, de geformuleerde beweringen in deze werken nog steeds hun
volle waarde behouden. Anderzijds kan men niet verwachten via deze macroscopische wet-
ten inzicht te krijgen in elementaire wisselwerkingen. Voorbeelden van dergelijke theorieén
vindt men terug in de verschillende gaswetten, de postulaten van de thermodynamica en meer
recentelijk in de algemene relativiteit.

De tweede categorie van beschrijvingen start van de fundamentele bouwstenen en hun in-
teracties. Voorbeelden in deze categorie zijn terug te vinden in de kernfysica en de kwan-
tummechanica. Echter, aangezien deze microscopische interacties gedomineerd worden door
differentiaalvergelijkingen, zoals de vergelijkingen van Maxwell in de elektrodynamica, is een
analytische beschrijving van een niet-triviaal veeldeeltjessysteem — zoals waargenomen in de
natuur — vaak onmogelijk op te stellen. Vermits deze theorieén starten van de constituenten van
de materie betekent dit ook dat zij sterk beinvloed worden door nieuwe inzichten daaromtrent.
Het steeds wijzigend begrip ‘fundamenteel deeltje’ — van atomen tot quarks, leptonen en boso-
nen — is hier een duidelijk voorbeeld van. Echter, enkel een fundamentele beschrijving van
de materie zoals hierboven geschetst, kan uiteindelijk leiden tot een diepgaand begrip van de
waargenomen fenomenen.

Startend net na de Tweede Wereldoorlog, met de opkomst van de computer voor niet-militaire
toepassingen, vormen computersimulaties een derde grote tak binnen de natuurkunde. Deze
simulaties slagen erin om, via de principes van de statistische fysica, de lang geanticipeerde
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HOOFDSTUK 1. SITUERING EN DOELSTELLING 2

brug te slaan tussen de fundamentele microscopische beschrijving en de macroscopisch waar-
genomen fenomenen. Dankzij computersimulaties kan men de overheersende differentiaal-
vergelijkingen — die niet analytisch oplosbaar zijn — numeriek behandelen, om zo een macro-
scopisch lichaam, onderhevig aan macroscopische beperkingen, te kunnen beschrijven.

Dit werk past binnen de ontwikkeling waarbij computersimulaties een steeds prominentere
plaats krijgen binnen de natuurkunde. Het heeft als bescheiden doel de bewegingsvergelij-
kingen voor microscopische deeltjes, die onderhevig zijn aan de alledaagse macroscopische
beperkingen zoals temperatuur en druk, af te leiden. Eenmaal deze bewegingsvergelijkingen
bekomen zijn, zullen ze op een correcte manier geimplementeerd worden met het oog op het
uitvoeren van computersimulaties via Moleculaire Dynamica. Via deze simulaties kunnen dan
fenomenologische wetten, zoals de wet van Dulong—Petit voor de warmtecapaciteit, getoetst
worden.

Het moge duidelijk wezen dat computersimulaties via Moleculaire Dynamica een onderzoeks-
gebied in ontwikkeling is. Hoewel dit type computersimulaties teruggrijpt tot het pionierswerk
van H. C. Andersen in 1980 [1], wordt ook vandaag nog gezocht naar de correcte implementatie
van minder voor de hand liggende randvoorwaarden, die desalniettemin noodzakelijk zijn
voor de beschrijving van bepaalde systemen, zoals metaal-organische roosters. Dit heeft even-
eens als gevolg dat een deel van dit werk noodzakelijkerwijze teruggrijpt naar reeds gevestigde
afleidingen. Zij zijn echter op danige wijze aangepast en aangevuld, opdat ze kunnen gebruikt
worden als basis voor het opstellen van een getinificeerd algoritme, dat kan toegepast worden
bij de afleiding van de bewegingsvergelijkingen horend bij de meer exotische randvoorwaar-
den.

In het vervolg van deze inleiding wordt een kort overzicht gegeven van de begrippen die
noodzakelijk geacht worden bij het doornemen van deze tekst. In eerste instantie wordt nage-
gaan hoe statistische fysica de brug kan vormen tussen de microscopische beschrijving van
een systeem en de macroscopische observabelen waarin men gewoonlijk geinteresseerd is. Een
tweede sectie is voorbehouden voor de opbouw en het bemonsteren van het potentieel ener-
gieoppervlak, terwijl het derde deel metaal-organische roosters kort inleidt. Deze materialen
zullen gebruikt worden om de geimplementeerde algoritmes uitvoerig te testen. Dit hoofdstuk
wordt afgesloten met de verdere indeling van dit werk.

1.1 De noodzaak van statistische fysica

Integratie van de klassieke bewegingsvergelijkingen laat toe om — hetzij analytisch, hetzij nu-
meriek — de evolutie van een collectie deeltjes in de tijd te bepalen. Hoewel men op deze wijze
de eigenschappen van deze deeltjes op ieder tijdstip exact kent — binnen de grenzen van onze-
kerheid en experimentele nauwkeurigheid, is het duidelijk dat dergelijke lange berekeningen
of simulaties niet altijd wenselijk zijn. Een alternatief was echter niet voor handen tot het einde
van de 19de eeuw.

In 1902 publiceerde J. W. Gibbs zijn Elementary Principles in Statistical Mechanics [2]. In dit werk,
dat het fundament vormt waarop de statistische fysica gebouwd is, maakt Gibbs een duidelijk
onderscheid tussen de waargenomen macrotoestand van een systeem en de verschillende mi-
crotoestanden die verenigbaar zijn met deze macrotoestand. Hierbij wordt een microtoestand
van een systeem gedefinieerd als een configuratie die de constituenten van een systeem kunnen
aannemen, terwijl de macrotoestand van een systeem het geheel van macroscopische observa-
belen is die het systeem definiéren. Dit is voorgesteld in Figuur 1.1 met een voorbeeld van vier
bouwstenen (vierkanten), die elk zwart of wit kunnen zijn. Twee mogelijke microtoestanden
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Figuur 1.1: Voorbeeld van twee microtoestanden die dezelfde macrotoestand (2 wit, 2 zwart) beschrij-
ven.

van het systeem zijn in deze figuur voorgesteld. Echter, de macrotoestand van het systeem,
zijnde het aantal witte en zwarte vierkantjes, is in beide gevallen dezelfde (namelijk 2/2).

Deze begrippen leiden tot de door Boltzmann ingevoerde ergodische hypothese [3]. Deze aan-
name stelt dat, indien men een voldoend lang tijdsinterval beschouwt, een systeem elke mi-
crotoestand die verenigbaar is met de opgelegde macroscopische voorwaarden zal bezetten,
waarbij de duur waarin het systeem zich in een toegelaten macrotoestand bevindt, evenredig
is met de multipliciteit van deze macrotoestand. In meer algemenere bewoordingen impliceert
dit dat de tijdsgemiddelde waarde van een observabele horende bij een systeem onderhevig
aan gegeven randvoorwaarden kan verkregen worden door uitmiddeling van deze observa-
bele over een groot aantal systemen onderhevig aan dezelfde randvoorwaarden. Dit groot aan-
tal systemen onderhevig aan bepaalde macroscopische voorwaarden wordt verder een (statis-
tisch) ensemble genoemd.

Indien een simulatie het correcte ensemblegemiddelde dient te bepalen, is het dus noodzakelijk
dat deze simulatie over een voldoend lange duur uitgevoerd wordt. De belangrijkste limiteren-
de factor hierbij is dat elke verenigbare microtoestand dient bezet te worden. Dit betekent dat
de baan gevolgd door het systeem in de ruimte der microtoestanden — in het Hamiltonforma-
lisme wordt dit de faseruimte, zie Hoofdstuk 2 — voldoende chaotisch dient te zijn. Geordende,
periodieke banen zullen er immers op wijzen dat delen van deze ruimte niet toegankelijk zijn.
Het is bijgevolg duidelijk dat een ‘voldoend lange’ simulatie overeenstemt met een ‘voldoend
chaotisch’ traject [4]. Het belang van chaos opdat het correct ensemblegemiddelde bekomen
wordt, komt een eerste maal aan bod bij de bespreking van het kanonisch ensemble in Hoofd-
stuk 3.

1.2 Moleculaire Dynamica en de visie achter simuleren

De dynamica van een bestudeerd systeem is volledig bepaald als men in ieder punt van de fa-
seruimte de energie van het systeem kent. Hiervoor maakt men gebruik van de Born-Oppen-
heimerbenadering, waarbij de beweging van de kernen veel trager ondersteld wordt dan de
beweging van de elektronen. Hierdoor kan men de elektronische eigenenergieén onafhanke-
lijk van de nucleaire beweging bepalen, waarbij deze energie slechts parametrisch athangt van
de nucleaire configuratie. Deze energie vormt in de faseruimte een multidimensionaal opper-
vlak, het zogenaamd potentieel energieoppervlak (PES, potential energy surface). Hoewel de
bepaling van dit oppervlak in principe kan gebeuren via ab initio technieken, zal in dit werk
gebruikgemaakt worden van krachtvelden die geschikter zijn voor langdurige simulaties op
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Figuur 1.2: Visualisatie van het metaal-organisch rooster MIL-53(Al). Op de kruispunten in het
rooster vindt men de metaaloxides terug, de grijs—witte linkers vormen de organische connectoren. Voor
duidelijkheid zijn de waterstofatomen weggelaten, en zijn de nanoporién aangeduid [6].

grote schaal. Aangezien de bemonstering van de PES onafhankelijk is van de precieze op-
bouw van het oppervlak, zal hier niet verder op ingegaan worden. Een kort overzicht omtrent
klassieke krachtvelden, en een vergelijking met de kwantummechanische ab initio berekenin-
gen, kan gevonden worden in Hoofdstuk 3 van A Guide to Molecular Mechanics and Quantum
Chemical Calculations [5], en de referenties daarin.

Eenmaal de PES opgesteld is, dient men dit oppervlak efficiént te bemonsteren. Dat efficiéntie
hier primordiaal is, moge blijken uit volgend cijfervoorbeeld. Beschouw een geisoleerde wa-
termolecule, bestaande uit drie atomen, die een 18-dimensionale faseruimte opspant. Indien
langs elke as van deze faseruimte de energiewaarde in tien punten zou bepaald worden — het-
geen voor praktische doeleinden veel te weinig is — dient men dus 10'® punten te bemonsteren.
Het is duidelijk dat dit enkel haalbaar is met een efficiént algoritme.

In praktijk worden twee methodes voor de bemonstering van de PES vaak gebruikt: de Monte-
Carlomethode (MC), en Moleculaire Dynamica (MD). Daar waar MC-methodes vaak een-
voudiger te implementeren zijn, betreft het een stochastische aanpak waarbij enkel aan de
evenwichtsverdeling van de punten in de faseruimte betekenis kan gehecht worden [4]. In
het bijzonder kunnen dynamische grootheden vaak niet eenvoudig bepaald worden. In con-
trast hiermee staan MD-simulaties, die starten van de exacte bewegingsvergelijkingen. Het
MD-algoritme bepaalt op ieder ogenblik de krachten in het huidig punt, en hernieuwt dan de
oude configuratie tot de nieuwe, via integratie van de bewegingsvergelijkingen van Newton.
Voorbeelden hiervan komen ter sprake in de rest van dit werk.

1.3 Metaal-organische roosters

Een simulatie is uiteraard slechts praktisch als ze kan aangewend worden ter bepaling van fy-
sisch interessante grootheden. In dit werk zullen drie systemen beschouwd worden: enerzijds
een geisoleerde watermolecule en een periodiek koolstofrooster ter verificatie van de correct-
heid van de geimplementeerde algoritmes, en anderzijds metaal-organische roosters (MOF’s,
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Figuur 1.3: Visualisatie van de verschillende vormen van MIL-53: (a) zoals gesynthesiseerd; (b) open
confiquratie; (c) gesloten, gehydrateerde configuratie [9].

metal organic frameworks). Daar waar de eerste categorie uiteraard weinig extra uitleg behoeft,
vormen MOF’s een meer recentere groep van materialen.

Metaal-organische roosters, voor het eerst ontworpen in 1999 door Yaghi et al. [7], bestaan,
zoals de naam weergeeft, uit metaaloxides die met organische linkers geconnecteerd zijn. De
reden dat zij in dit werk aan bod komen, is de plethora aan mogelijkheden die in deze mate-
rialen schuilt. Zoals in Figuur 1.2 weergegeven is voor MIL-53(Al), worden deze materialen
gekenmerkt door aanzienlijke porién op nanoschaal. Hierdoor kennen zij een grote interne
Brunauer-Emmett-Telleroppervlakte, tot 6240 m?/g voor MOF-210 [8] en zijn zij uitermate
geschikt als katalysator, of als materiaal voor opslag van kleine moleculen.

Bovendien vertonen sommige van deze nanoporeuze materialen een grote flexibiliteit, waar-
bij zij kunnen overgaan tussen verschillende configuraties en het volume ingenomen door de
porién sterk kan wijzigen — hierbij zijn volumecontracties tot 43% reeds gerapporteerd voor
MIL-47(V) [10]. Deze overgangen, getoond in Figuur 1.3, zijn gekend onder de naam ademen
of breathing en kunnen plaatsvinden onder verschillende stimuli, zoals druk, temperatuur, of
absorptie van gasmoleculen. Via simulatie van deze materialen onder de gepaste omstandighe-
den, kunnen verdere eigenschappen van deze roosters blootgelegd worden.

1.4 Indeling van dit werk

In dit werk worden drie verschillende ensembles behandeld. In het hiernavolgende hoofdstuk
wordt gestart met het microkanonisch ensemble. Dit eenvoudig ensemble laat toe de werkwijze
te schetsen die zal gebruikt worden in de meer ingewikkelde ensembles die later volgen: het
kanonisch ensemble (Hoofdstuk 3) en het isobaar—isotherm ensemble (Hoofdstuk 4).

Eenmaal de algoritmes uit de komende drie hoofdstukken in yaff geimplementeerd zijn — een
simulatiepakket gericht op de statische en dynamische karakterisatie van moleculaire struc-
turen op basis van krachtvelden [11] — zullen zij in Hoofdstuk 5 geverifieerd worden op ba-
sis van verschillende methodes. Hierbij komen zowel verificaties met statische simulaties
(vermogensspectrum) als met theoretische beschouwingen (temperatuursverdeling, behouden
grootheden) aan bod.

Geéindigd wordt in Hoofdstuk 6 met de karakterisatie van MIL-53(Al) met behulp van de in
dit werk opgestelde bewegingsvergelijkingen. In eerste instantie wordt de isochore warmteca-
paciteit van dit materiaal bepaald met behulp van simulaties in het microkanonisch en kano-
nisch ensemble, waarna een NPT-simulatie aangewend wordt om drukgedreven structurele
transities binnen MIL-53(Al) te voorspellen. In Hoofdstuk 7 worden kort de belangrijkste re-
sultaten van dit werk samengevat, en een overzicht gegeven van mogelijke uitbreidingen.



Hoofdstuk 2

Het microkanonisch ensemble

Une intelligence qui, pour un instant donné, connaitrait toutes les forces dont la nature est
animée et la situation respective des étres qui la composent, si d’ailleurs elle était assez vaste
pour soumettre ces données a I’ Analyse, embrasserait dans la méme formule les mouvements
des plus grands corps de I'univers et ceux du plus léger atome: rien ne serait incertain pour
elle, et 'avenir, comme le passé, serait présent a ses yeux. L'esprit humain offre, dans la
perfection qu’il a su donner a I’ Astronomie, une faible esquisse de cette intelligence.

—Pierre-Simon de Laplace

Dankzij de relatieve eenvoud waarmee — althans in theorie — een geisoleerd systeem in een
microkanonisch ensemble kan beschreven worden, vormt het microkanonisch of NV E—ensem-
ble het ideale startpunt in een werk over de bewegingsvergelijkingen in verschillende statis-
tische ensembles. In dit NV E—ensemble wordt een systeem beschouwd waarvan het aantal
deeltjes 1, het totaal systeemvolume V en de totale energie E constant blijven doorheen de tijd.
Dit wordt traditioneel voorgesteld zoals in Figuur 2.1.

Deze parameters zijn allen macroscopisch van aard, en leggen enkel een beperking op de toege-
laten macrotoestand van het totale systeem op. Dit bepaalt geenszins een unieke microscopi-
sche toestand van het systeem: elke microtoestand die verenigbaar is met de beperkingen op de
macroscopische parameters is a priori toegestaan. Het eerste postulaat van de statistische fy-
sica stelt bovendien dat elk van deze toegelaten microtoestanden even waarschijnlijk is, en dus
eenzelfde gewicht toegewezen krijgt in de partitiefunctie. De resulterende partitiefunctie is dus
de ongewogen som van alle microtoestanden verenigbaar met de macroscopisch opgelegde pa-
rameters:

QNVE = Z (snmicrO/N(SVmicm/V(SEmicrorE' (201)

micro

Indien de spatiéring tussen de verschillende energieniveaus horende bij deze microtoestanden
voldoende klein is ten opzichte van de thermische energieschaal kT, kan deze discrete som
vervangen worden door een continue, klassieke integraal over de faseruimte. Deze aanname
kan getoetst worden door de partitiefunctie, of een afgeleide grootheid, zowel op klassieke
als kwantummechanische wijze te berekenen en de resultaten met elkaar te vergelijken. Voor
MIL-53(Al) wordt deze aanname besproken in het kader van de bepaling van de warmteca-
paciteit uit Hoofdstuk 6. Rekening houdend dat het volume in de faseruimte toegekend per
microtoestand voor een (driedimensionaal) systeem van n niet-onderscheidbare deeltjes met

6
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N,V,E

origineel systeem

Figuur 2.1: Visuele voorstelling van het systeem en zijn omgeving in het microkanonisch ensemble.
De dikke zwarte afscheiding wijst op de volledige isolatie van het systeem met zijn omgeving: naast
deeltjesuitwisseling is ook uitwisseling van energie tussen het systeem en zijn omgeving onmogelijk in
het microkanonisch ensemble.

Ny vrijheidsgraden gegeven wordt door hNf, wordt de klassieke microkanonische partitiefunc-
tie, gecorrigeerd voor de ononderscheidbaarheid van de deeltjes, geschreven als [12]

1
!N

waarbij het deeltjesaantal n constant gehouden werd bij het opstellen van deze uitdrukking.
De totale energie is echter athankelijk van de precieze locatie in de faseruimte, en dus van de
codrdinaten r en de bijhorende impulsen p. In de volgende paragraaf wordt ingegaan hoe via
het Lagrange-Hamiltonformalisme consistent de energie voor een algemeen systeem kan be-
paald worden, en op welke manier de bewegingsvergelijkingen volgens het microkanonisch
ensemble hieruit kunnen afgeleid worden. Ook het volume V' is niet onafhankelijk van de
coodrdinaten r, aangezien dit volume het toegankelijk deel van de faseruimte bepaalt. Deze in-
directe afhankelijkheid komt terug ter sprake in Hoofdstuk 4, waar een periodieke simulatiecel
ingevoerd wordt.

ONVE = /dp” /dr”é(V(r,p) —V)6(H(r,p) — E), (2.0.2)

In het tweede deel van dit hoofdstuk wordt beschreven hoe deze continue bewegingsvergelij-
kingen kunnen gediscretiseerd worden. Hierbij komen zowel de voor de hand liggende Tay-
lorexpansie als de expansie op basis van de Liouville—operator aan bod. Een laatste paragraaf
is gewijd aan de verschillende grootheden die behouden blijven gedurende de tijdspropagatie
van het systeem. Het belang van deze behouden grootheden zal geillustreerd worden in de
hiernavolgende hoofdstukken.

2.1 Bewegingsvergelijkingen

Voor de afleiding en implementatie van de bewegingsvergelijkingen wordt een algemeen sys-
teem met Ny vrijheidsgraden in de driedimensionale ruimte beschouwd, dat beschreven kan
worden door de veralgemeende scalaire codrdinaten g;,i = 1, ..., Ny en zijn tijdsafgeleiden g;.
Voor een enkelvoudig deeltje zonder bijkomende geometrische beperkingen zou, met deze no-
tatie, Ny = 3 zijn, en is bijvoorbeeld (q1,92,93) = (x,¥,z).

Klassiek kan de beweging van een object beschreven worden met behulp van de wetten van
Newton. Van zodra echter bepaalde geometrische beperkingen optreden in het systeem — bij-
voorbeeld een bindingslengte die constant dient te blijven, of een hoek tussen drie atomen die
een vaste waarde aanneemt — is het echter vaak niet meteen duidelijk hoe dit de wetten van
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Lagrangiaan £ pi =9k Hamiltoniaan 7| iamilton— Bwvgl'n

2.1.1) H=dipi— L (2.1.5) vergelijkingen | (2.1.7-2.1.8)

Figuur 2.2: Voorstelling van het Lagrange—Hamiltonformalisme zoals gevolgd in dit hoofdstuk ter
bepaling van de bewegingsvergelijkingen in het NV E—ensemble. Daar waar variabelen met eenzelde
index voorkomen, is een sommatie over deze index ondersteld.

Newton beinvloedt. Opdat de bewegingsvergelijkingen die hier afgeleid worden meteen alge-
meen geldig zijn, zal dan ook het Lagrange-Hamiltonformalisme aangewend worden. Dit is
visueel voorgesteld in Figuur 2.2, en is hieronder verklaard.

Indien de kinetische energie van dit systeem de klassieke kwadratische vorm aanneemt, wordt
de Lagrangiaan £ van dit systeem met massa’s m; en potentiéle energie V gegeven door:
Ny mlqz
£, %0 = vV, qVe), @11)
i=1
met qu = (G1, e Gy woes qu) en qu = (41, -, qi,...,qu) [13]. Uit deze Lagrangiaan kunnen de
toegevoegde impulsen bepaald worden:

pi = aqiﬁ = miqi — aqu. (2.1.2)

Deze toegevoegde impulsen spannen, samen met de veralgemeende codrdinaten, de 2N¢—di-
mensionale faseruimte I' op. Het traject gevolgd door het systeem kan in deze faseruimte
voorgesteld worden als een eendimensionale kromme, waarvan de codrdinaten geparame-
teriseerd worden via de tijd. Dit is geillustreerd in Figuur 2.3 voor een enkelvoudig deeltje.

Met behulp van de toegevoegde impulsen kunnen de tijdsafgeleiden van de veralgemeende
coordinaten uit de Lagrangiaan weggetransformeerd worden, hetgeen de uitdrukking
pi+93,V)
L(gh, ) = Y e -
1

i=1

V(ghr, pNr, 1) (2.1.3)

oplevert. Hierbij is voor eenvoud gebruikgemaakt van de notatie

(N N Ny PN afi’Nf v
f,oN 1) = £, = ,t, 214
V@Y, p ) =V gy, (2.14)
en met dien verstande dat de afgeleide van de potentiéle energie uitgedrukt wordt in de basis
(g™7, N7, t) — waarbij aangenomen wordt dat deze transformatie naar de nieuwe covrdinaten
mogelijk is. Voor verder gebruik zal de tilde boven de potentiéle energie opnieuw weggelaten
worden.

Het Lagrange-Hamiltonformalisme laat nu toe om aan deze Lagrangiaan eenduidig een Hamil-
toniaan te associéren, gegeven door:

Ny
HGN, pNt) =Y dipi — L£(q™, N )
i=1

Ny ‘ Ny (. V)2
_ pit9yV & (pitdyV) Ny o N;
= L ML g, PY@TY
Ny 2 Ny oy )2
. pi (aqu) N Ny
— ;Tmi l; o +V(q, p™,t). (2.1.5)
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=S

by 2 %A

(x(t).p(t))

Y

Figuur 2.3: Visualisatie van een mogelijk traject gevolgd door een enkelvoudig deeltje in de faseruimte
I" horende bij één ruimtelijke dimensie (links) en drie ruimtelijke dimensies (rechts).

De tweede term in deze laatste uitdrukking is aanwezig indien de potentiéle energie expliciet
van de tijdsafgeleide van de veralgemeende codrdinaten afthangt. Dit is bijvoorbeeld terug
te vinden bij de beweging van een geladen deeltje in een extern magnetisch veld, waarbij de
versnelling afhankelijk is van de snelheid van het deeltje. Met het uitsluiten van deze optie,
waarbij dus aangenomen wordt dat de potentiéle energie niet expliciet van de tijdsafgeleide
van de veralgemeende coordinaten afhangt, vereenvoudigt vergelijking (2.1.5) zich tot de ge-
kende Hamiltoniaanuitdrukking

Nf 2
HGV, PN, = Y P V(g ). (2.1.6)

i=1 2mi

Uit deze Hamiltoniaan kunnen dan de bewegingsvergelijkingen van het systeem bepaald wor-
den:

pi = —0gH = =9, V(g™ 1); (2.1.7)

. Pi
;= 0pH = —. 2.1.8
qi pi m; ( )
Bemerk dat deze laatste vergelijking meteen uit vergelijking (2.1.2) volgt, mits aangenomen
wordt dat de potentiéle energie niet expliciet van de tijdsafgeleide van de veralgemeende
coodrdinaten afhangt. De nieuwe informatie is dus bevat in vergelijking (2.1.7). Combinatie
van beide differentiaalvergelijkingen (2.1.7-2.1.8) van eerste orde levert ten slotte:

" 1 N Fi(qV,t)
P = — . f = — .d.
§i = = 0a V(@ 1) — (2.1.9)
waarbij de krachtcomponenten F; = —d,, )V ingevoerd zijn.

2.2 Implementatie

In deze paragraaf wordt dieper ingegaan op de vraag hoe de continue bewegingsvergelijkin-
gen (2.1.7-2.1.8) gediscretiseerd kunnen worden opdat de simulatie de correcte dynamica van
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het systeem beschrijft. Een eerste, voor de hand liggende discretisatie steunt op de Taylor-
expansie van vergelijking (2.1.9), en is het onderwerp van de volgende subparagraaf. Een
tweede, algemenere manier is gebaseerd op de invoering van de Liouville-operator, die intrin-
siek rekening houdt met de symplectische voorwaarde. Deze voorwaarde wordt beschreven
in de tweede deelparagraaf, en wordt gevolgd door de discretisatie via de invoering van de
Liouville-operator. Deze twee discretisatieschema’s zijn niet exhaustief [14], maar, zoals later
aangetoond, zijn zij voldoende voor de correcte beschrijving van de discrete bewegingsverge-
lijkingen.

2.21 Discretisatie via Taylorexpansie

In de onderstelling dat de krachten inwerkend op het systeem niet expliciet van de tijd athangen,
kan vergelijking (2.1.9) aangewend worden om de afgeleide van de tweede orde in de Taylor-
expansie van g;(t + At) te evalueren rond t, voor i = 1,..., Ny:

B+ = () +GOAL G(DAR + O(AF)

(aNf
= qi(t)+c]i(t)At+;WAtz%—O(AtB'). (2.2.1)

Deze Taylorexpansie wordt conventioneel afgebroken na de tweede orde. Expansies van hogere
orde zijn mogelijk, maar incorporeren dan grootheden die niet enkel van de vorige tijdsstap,
maar ook van vroegere tijdsstappen athangen [15]. Dit vergt bijgevolg een groter computerge-
heugen om deze vroegere tijdsstappen te alloceren. Indien hier afgebroken wordt na tweede
orde in At, wordt een updatevergelijking voor de veralgemeende codrdinaten verkregen:

, At)?
i(t+ 80) = (1) + g (At + Fg™, 0 S 222)
1
waarbij voor deze update dus de oude codrdinaten, hun tijdsafgeleiden en de krachten inwer-
kend op het systeem noodzakelijk zijn. Naast de veralgemeende coordinaten, dienen dus ook
hun tijdsafgeleiden getipdatet te worden bij elke tijdsstap. Taylorexpansie van §;(t + At/2)
rond t en t 4 At levert:

. . LA AR 3

Gi(t+At/2) = g;(t) + qi(t)7 + qi(t)? + O(AP), (2.2.3)
respectievelijk

. . ) At AP 3

Gi(t +At/2) = G;(t + At) — Gi(t + At)7 +q,(t+ At)? + O(AFP). (2.2.4)

Verminderen van de tweede uitdrukking met de eerste resulteert dan in:

. . . . At .. A2 3
Gi(t+A) = qi(t) + (i(t) + i(t + A1) == +[4;(t) = 7i(t + AH)] == + O(AF)

_ E(gN, ) + E(gNr, b+ At
_ g(py+ B+ R )

3
o At + O(AP), (2.2.5)

waarbij in de laatste vergelijking de term van orde At> nog verder geéxpandeerd werd, ge-
bruikmakende van

q;(t+ At) = G;(t) + O(At). (2.2.6)
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Samen met vergelijking (2.2.2) geeft vergelijking (2.2.5) aanleiding tot het velocity Verlet-inte-
gratieschema tot op tweede orde in At:

: Ny g (A1)
qi(t+At) = qi(t) +qi(H) At + F(q™V, 1) 5 (22.7)

i

Fi(gNr, t) 4+ Fi(g™f, t 4 At)
271’11‘

Gilt+ M) = gi(b) + At, (22.8)
telkens voor i = 1,.., Ny. Dit is implementatiegewijs voorgesteld in Algoritme 2.1. Hierbij
is eval_kracht een methode die, gegeven de atomaire configuratie, de krachten evalueert. In
dit werk betekent dit dat het potentiaal energieoppervlak, verkregen via krachtvelden, bemon-
sterd wordt in de beschouwde configuratie.

Algoritme 2.1. Velocity Verlet-integratieschema

1: §; < 4; + AtF/(2m;) vgl. (2.2.8), deel 1

2 q; < qi + it vgl. (2.2.7)

3: F; < eval_kracht(g;) updaten van de krachten
4: ;i < g; + AtF/ (2m;) vgl. (2.2.8), deel 2

2.2.2 Interlude: symplectische voorwaarde

In de afleiding hierboven werd gebruikgemaakt van de Taylorexpansie van de bewegings-
vergelijkingen. Deze Taylorexpansie geeft informatie over hoe de fout geintroduceerd door
deze eindige expansie afthangt van de tijdsstap At, maar biedt geen garantie over hoe de fout
propageert doorheen de simulatie, en dient dus met voorzichtigheid behandeld te worden. Een
meer rigoreuze afleiding van de numerieke bewegingsvergelijkingen steunt op de symplecti-
sche eigenschap van de Hamiltonvergelijkingen [16][17].

Beschouw hiervoor een Hamiltoniaan H (g™, p™f), die voor de eenvoud van de afleiding tijds-
onafhankelijk beschouwd wordt. De codrdinaten g, p kunnen nu getransformeerd worden naar
nieuwe codrdinaten Q, P volgens

Q: = Qi(qNr, pNr) P, = Pi(q™r,pNr),  voori=1,.., Ny, (2.2.9)
en met inverse transformatie:

gi = q;(Qr, PNr) pi = pi(QY,PNr),  voori=1,..,Ny. (2.2.10)

Aangezien de numerieke waarde van de Hamiltoniaan onafhankelijk is van de keuze van de
coordinaten waarin het systeem beschreven wordt, dient er te gelden:

(g™, pNr) = H ¥ (QN, PN, pNr (Y, PV | = H(QN, PYY), (2211)

waarbij voor de correctheid de energetische grootheid 7 gedefinieerd werd. Zoals onder an-
dere zal blijken in de afleiding van het NVT—ensemble, dient de hier doorgevoerde transfor-
matie niet per se kanonisch te zijn. In dat geval stelt 7 ook geen Hamiltoniaan meer voor,
aangezien de bewegingsvergelijkingen hier niet langer kunnen uit afgeleid worden, en verge-
lijkingen (2.1.7-2.1.8) dus niet langer gelden met H vervangen door H.
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Origineel Getransformeerd

Coordinaten qi Qi(q™r, pNr)

@ faseruimte pi Pi(q™r, pNr)

I

S

< Behouden Y

= energie H(g™, p™) QY P)

(o]

e

AN Bewegings— . _OH . OH Qi = 3 4j0q,Qi + Pjoy; Qi
vergelijkingen 7= op; pPi= aq; P = Y 4i9q;Pi + pjop; Pi
Coordinaten N, N Nf pN

= f f = f f

o faseruimte 1= ") ¢=(Q7.P)

I

e Behouden ~

g

choude H(n) (@)

kS

= Bewegings— o i = 8(;‘
vergelijkingen T= %% o'

Figuur 2.4: Voorstelling van de verschillende grootheden gedefinieerd in deze paragraaf en hun onder-
linge samenhang. De aangeduide bewegingsvergelijkingen vereenvoudigen zich indien de transformatie
kanonisch is: in dat geval wordt de rechterkolom verkregen door in de linkerkolom telkens q; door Q;, p;
door P;, H door H en n door E te vervangen.

Indien de transformatie echter wel kanonisch is, dienen per definitie ook na transformatie de
codrdinaten te voldoen aan de Hamiltonvergelijkingen:

. IH(QN, PV)
Qi = ~ op
_ Zf (4", pN) 9p(QY PV) | L (g, p) 0q,(Q™, P (2.2.12)
=1 Ip; JF; j=1 9 o
en
b _ _OR(QY,PY)
T
) Zf (g, p™) 0g,(QY, PN) N ap (g™, ) dpy(QY, PY) (2.2.13)

j=1 q] 9Q; j=1 an 9Q; ’

en dit voor alle i = 1,.., Ny. In deze afleiding werd gebruikgemaakt van de kettingregel en
vergelijking (2.2.11) om telkens tot de tweede lijn te komen.

Nu kan uit vergelijking (2.2.9), en gebruikmakend van de kettingregel, eveneens de tijdsafge-
leide van de veralgemeende codrdinaat Q; bepaald worden. Dit levert, na het invoegen van de
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Hamiltonvergelijkingen in de originele coérdinaten g en p, opnieuw voori =1,..., N It

: P P

Qi = 4
Z% aq] Z% aPJ :
Z p) MGG, p Z P) MGG, P (22.14)
= aqj P = apf 9

Opdat deze vergelijking en vergelijking (2.2.12) identiek zouden zijn, moet er gelden:
(aNr, pNrY  api(QNr, PN (gNr, pNr aq;(QNr, PNr
0Qiq 7, p™) _opi(Q L PT) o 9Qilg™,p) _ 99i(QTPT) s s

en dit voor alle i, j =1, ..., Nf. Analoog kan men starten van de tijdafgeleide van P;, en bekomt
men de voorwaarden:
AP (g™, pNr) _ 9g;(Q™, PY) P, (g™, pN) _ 9p;(QY, PY)
= en =— , (2.2.16)
ap; Qi 9q; 0Q;
opnieuw voor i,j = 1, ..., Ny. Deze vergelijkingen definiéren de voorwaarde opdat de transfor-
matie (2.2.9) kanonisch zou zijn.

Zij nu 5 de 2Ny-dimensionale vector die de veralgemeende codrdinaten g; en de veralge-
meende impulsen p; bevat: y = (q1, ..., AN;sr P1-eer pr). De Hamiltonvergelijkingen kunnen
dan in matrixnotatie compact uitgedrukt worden als:

= w?;;t met ® = [ _01 (1) } , (2.2.17)
waarbij elk van de vetgedrukte symbolen in ® een (N x Ny) matrix voorstellen. De (2N x
2Ny) matrix o is de metriek op de faseruimte bestaande uit de N veralgemeende coordinaten
en de Ny veralgemeende impulsen, en is dus de veralgemening van de gekende (N; x Ny)
eenheidsmatrix 1 op de reéle ruimte R"f. Dankzij ® kunnen de veralgemeende coérdinaten en
de veralgemeende impulsen formeel op dezelfde voet behandeld worden als coérdinaten van
de 2Ny-dimensionale vector 7, en dient er dus niet langer een onderscheid gemaakt te worden
tussen de veralgemeende codrdinaten en de veralgemeende impulsen.

Analoog kan ¢ gedefinieerd worden als vector die de veralgemeende codrdinaten Q; en P;
bevat. De transformatie van g, p naar Q, P kan dan geschreven worden als:

=&, (2.2.18)
met tijdsafgeleide
& =My met M;j = %i (2.2.19)
9

Hierbij is M niets anders dan de Jacobi-matrix die tussenkomt bij de transformatie van de
oude codrdinaten # naar de nieuwe codrdinaten ¢. Deze en de voorgaande grootheden uit
deze paragraaf zijn schematisch voorgesteld in Figuur 2.4.

Nu kan men anderzijds ¢ als functie van ¢ bepalen via de kettingregel en vergelijking (2.2.17),
hetgeen levert dat

2N; 861 2N 2Ny o 2N 2N; 2N; LE]
Z =Y )Y ]k =Y XY S wn (2.2.20)
817] j=1k= 197 j=1k=11= 1 97 %) i’
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of, in matrixnotatie:

LOH

Czhhmlsg, (2.2.21)
met M zoals gedefinieerd in vergelijking (2.2.19) en
R
<Mf:49; (2.2.22)
[

Indien de transformatie van # naar ¢ kanonisch is, dient ook ¢ aan de Hamiltonvergelijkingen
uit vergelijking (2.2.17) te voldoen:

. 9H
g:msz (2.2.23)

Vergelijken van deze uitdrukking met vergelijking (2.2.21) maakt duidelijk dat, als de transfor-
matie van # naar ¢ kanonisch is, dan M dient te voldoen aan de zogenaamde symplectische
voorwaarde [18]:

MoM” = . (2.2.24)

Deze symplectische voorwaarde is de veralgemening van de orthogonaliteitseigenschap in
RN . Immers, een vierkante matrix R in R™/*Nf wordt orthogonaal genoemd indien

RR" =1 < RIRT =1. (2.2.25)

Voorbeelden van transformaties in R/ die aan deze voorwaarde voldoen, zijn de klassieke
rotaties en translaties. De corresponderende voorwaarde in de faseruimte drukt uit dat de be-
wegingsvergelijkingen in de nieuwe coordinaten ¢ opnieuw de kanonische vorm aannemen.
Dit impliceert ook meteen dat de absolute waarde van de determinant van de Jacobi-matrix,
de zogenoemde Jacobiaan, de waarde één aanneemt. Inderdaad, het nemen van de determi-
nantafbeelding aan beide zijden van vergelijking (2.2.24) levert:

det(MoM") = det(m) < [det(M)]* det(w) = det(w) < det(M) = +1. (2.2.26)

Aangezien deze Jacobiaan in absolute waarde gelijk is aan één, betekent dit dat de transfor-
matie het volume ingenomen door het systeem in de faseruimte behoudt.

Deze symplectische voorwaarde is primordiaal voor de implementatie van de bewegingsver-
gelijkingen. Zijn immers # de codrdinaten van het systeem op een tijd ¢, en zijn { de codrdinaten
van het systeem op een latere tijd t + At. In dat geval geldt als verband tussen beide:

E=E(n) =yt + At) = 5(t) + () At + O(AF). (2.2.27)

De Jacobi-matrix geassocieerd aan deze transformatie wordt dan:

_ 96 _ 9 [,0H 2) O*H 2
:M_Hﬂ_1+A%ﬂPb”] OMt)—1+Am&ﬁ”+OMt) (2.2.28)

Aangezien o een antisymmetrische matrix is, komt er voor MT:

*H

MT =1— At
onon

o+ O(AF). (2.2.29)
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Met behulp van deze expliciete uitwerkingen is het nu eenvoudig na te gaan dat deze matrix,
die voortkomt uit de tijdspropagatie van het systeem, tot op tweede orde in At voldoet aan de
symplectische voorwaarde van vergelijking (2.2.24). Immers:

*H *H
T _ 2 _ 2
MoM' = <1 + Atma’]a’] + O(At )> ® (1 Ataﬂa”a)-l- O(At ))
*H *H »
= 0+ Atwaﬂa’]m Atmanaﬂm + O(AF)
= o+ O0(A). (2.2.30)

Dit betekent dus dat de propagatie in de tijd gebaseerd op de Hamiltonvergelijkingen intrin-
siek symplectisch is. Een discretisatie van deze continue bewegingsvergelijkingen kan dus pas
betrouwbare resultaten geven als ook deze implementatie aanleiding geeft tot symplectische
bewegingsvergelijkingen.

2.2.3 Discretisatie via de Liouville-operator

Aangezien de symplectische eigenschap nauw samenhangt met de tijdspropagatie van het sys-
teem, is het raadzaam na te gaan hoe een scalaire functie propageert. Beschouw daarvoor een
algemene functie f die athankelijk is van de Ny veralgemeende codrdinaten en de N veral-
gemeende impulsen. Voor een welbepaald traject in de faseruimte zijn deze veralgemeende
coordinaten en impulsen functie van de tijd, zodat f op zijn beurt impliciet van de tijd athangt
volgens t — f(g™/(t), p™/ (t)). De (totale) tijdsafgeleide van deze functie wordt dan gegeven
door:

f= Zq]af Z ]a—fz iLf. (2.2.31)

I .
+ ; p]a?j =43, + & (2.2.32)

waarbij de sommatie over de verschillende veralgemeende codrdinaten en impulsen niet langer
expliciet zal genoteerd worden. De incorporatie van de imaginaire eenheid in de definitie van
de Liouville-operator is een conventie die verzekert dat deze operator Hermitisch is. Vergelij-
king (2.2.31) kan nu formeel geintegreerd worden tot:

£(8) = £ (1), PN (5)] = exp(iLe) £[™(0), P/ (0)] = exp(iL)£(0). (2233)

Deze formele oplossing is in het algemeen van weinig praktisch nut, aangezien het rechterlid
van de vergelijking nog steeds de exacte integratie van de klassieke bewegingsvergelijkingen
vereist. Echter, in het geval dat de Liouville—operator enkel de eerste term van het rechterlid
van vergelijking (2.2.32) bevat, kan de integratie exact uitgewerkt worden [19]. Indien deze
term genoteerd wordt als iL,, komt er:

il = q(o)aaq. (2.2.34)
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Als L = ﬁq, kan het rechterlid van vergelijking (2.2.33) in een Taylorreeks ontwikkeld worden
tot:

Flev @] = ew (405 ) £ [0, 0)

= 14405 + 0] £ [190), 1 0)]

= Fl ]+ 2 “’N“Eii,' PO y0ye+ o)

= flg" (0) + 4™ (0)t, N7 (0)] + O(#7), (2.2.35)

waarbij ondersteld is dat ™/ en 4"/ onafhankelijk zijn. In deze afleiding werd in de tweede lijn
de Taylorexpansie van de exponentiéle doorgevoerd, terwijl de voorlaatste stap uit de laatste
volgt door Taylorexpansie van f. Analoog kan een term iﬁp gedefinieerd worden als

iL, = p(o)ai), (2.2.36)

waarbij dan:

£() = exp (p<o>ta";) £(0) = FIg (0), ™ (0) + P/ (0], (22.37)

indien opnieuw p en p onafhankelijk zijn.

Met deze definities is het triviaal dat iL = iL, + iL,. Echter, aangezien L, en L, niet com-
muteren, kan de totale propagator niet geschreven worden als een product van de twee deel-
propagatoren:

exp(ilt) = exp(ilgt +iLlpt) # exp(ilqt) exp(ilyt), (2.2.38)

vermits voor niet-commuterende observabelen hierbij termen van de orde O([L,, L,)]) en hoger
verwaarloosd worden. Echter, steunende op de Trotteridentiteit, geldt er wel voor twee niet
noodzakelijk commuterende operatoren A en B:

A . ~\ 1P
A A A B A
exp(A+B) = ggrc}o [exp <2P> exp <P> exp <2P>

Deze relatie is formeel correct in de limiet P — oo [19]. Volgens het theorema van Trotter kan
bovendien de fout bepaald worden indien P groot maar eindig gekozen wordt:

oot )= [o () o (E)ew (4] v (0 (). 0240

Indien dit toegepast wordt op de Liouville-vergelijking (2.2.33), met de identificatie:

(2.2.39)

A Lyt J B ilg D
5 3 = p = Atq(O)a, (2.241)

en At = t/P, dan wordt deze vergelijking:

f(t) = lim [exp (itpAzt> exp (il At) exp (itfztﬂ § £(0). (2.2.42)

At—0
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Eén tijdsstap At correspondeert dus met het doorvoeren van de operator
exp (iﬁ,,f) exp (il At) exp (iﬁpAzt> . (2.2.43)
Met behulp van vergelijkingen (2.2.35,2.2.37) levert dit dan:
o At o o At N N
F(88) = exp (L, ) exp (iLyat) exp (1L, 5 ) £1™(0), p™(0)]
. At " , At
= e (1L, ) exp (iLy1) £ (0), P (0) 4 P (05
exp (1L, ) a0+ (5) anpi0) 4 9005

= f [qu (0) + 4™ <A2t> At, N (0) + pNr (0)% + pr(At)Aﬂ . (2.2.44)

Bemerk dat in de derde en vierde lijn 4 geévalueerd wordt op de halve tijdsstap At/2, vermits
deze tijdsafgeleide via de Hamiltonvergelijkingen bepaald is door de bijhorende impuls p, die
in de tweede lijn een halve tijdsstap verder werd geintegreerd. Deze vergelijking levert dan
meteen de implementatie bekomen via de discretisatie volgens Liouville, als gegeven in Algo-
ritme 2.2. De bekomen implementatie is in dit geval identiek aan de velocity Verlet—integratie.
Echter, in tegenstelling tot voornoemde, is via de discretisatie volgens Liouville aangetoond
dat de discrete tijdspropagatie voldoet aan de symplectische eigenschap, gebaseerd op het the-
orema van Liouville. Deze implementatie zal dus de symmetrieén van de exacte tijdsevolutie
behouden, en is te verkiezen als standaardmethode voor het discretiseren in andere ensembles.

Algoritme 2.2. Liouville-integratieschema
: E]i — 671' —+ AtFi/(Zmz-)

D qi < qi +gidt

: F; - eval kracht(g;)

: 171' — ‘71’ + AtFl-/(Zmz-)

= W N~

Naast de discretisatie via Taylor- en Liouville-expansie, is in de literatuur nog een plethora
aan discretisatieschema’s terug te vinden. Voorbeelden hiervan zijn het derde—orde predictor
algoritme, waarbij de veralgemeende codrdinaten getipdatet worden met behulp van de twee
meest recente codrdinaten [20], en een expliciet tijdsreversibel algoritme gebaseerd op centrale
differenties [21]. Bijkomende algoritmes zijn besproken in een resumerend werk van S. Tox-
vaerd [14]. Hierbij wordt in het bijzonder aandacht besteed aan de afrondfouten die optreden
door het eindig computergeheugen, en er aldus voor zorgen dat behouden grootheden niet
langer constant zijn doorheen de propagatie. Deze behouden grootheden zijn een belangrijke
verificatiemethode, zoals besproken in de volgende sectie.

2.3 Behouden grootheden

Behouden grootheden zijn in de natuurkunde van bijzonder belang. Zij vormen, zoals hier-
boven vermeld, een middel om te verifiéren of een bepaald integratie-algoritme het correcte
resultaat geeft, maar wijzen bovendien ook op een invariantie in de veralgemeende codrdina-
ten. Dit laatste betekent dan ook dat het systeem de vrijheid over deze invariante grootheden
verliest. Dit is belangrijk bij het correct bepalen van het aantal geometrische vrijheidsgraden
van het systeem.
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2.3.1 Energie

Een eerste behouden grootheid wordt gevonden door de tijdsevolutie van de Hamiltoniaan,
vergelijking (2.1.6), te berekenen:

dH Zaqul ZBHde oA

ar < 3g; dt T &ap; dt ot
_ 2 LoV pi Z ﬁal v
- Hagim; < m; aqz ot
aV
- 5 2.3.1)

Indien de potentiéle energie tijdsinvariant is, zal de totale energie dus behouden zijn.

2.3.2 Massamiddelpuntssnelheid

Indien de veralgemeende coordinaten klassieke codrdinaten voorstellen, en dus g~/ = " en
pNf = p", met N r = 3n, kan de Hamiltoniaan nog geschreven worden als:

n 2
non _ pi n
H("p"t) =) o +V("t). (2.3.2)

i=1 <"
De massamiddelpuntssnelheid is voor een dergelijk systeem gedefinieerd als:

n

1 n
VoM = M Z pi, met M = Zm,', (2.3.3)
i=1 i=1

en definieert de snelheid van het unieke assenstelsel, ten opzichte van het origineel inertiaal-
stelsel, waarvoor de totale impuls van het systeem zoals berekend in dit nieuwe assenstelsel
verdwijnt.

Nu kan aangetoond worden dat onder bepaalde voorwaarden deze massamiddelpuntssnel-
heid invariant is. Immers, de tijdsevolutie van deze snelheid wordt gegeven door:

dovcm i 2 dvcy drpi i y dvcy dpui | duem

dt i=1p= ar}“ dt i=1p=x,yz ap;t,i dt ot

— _ii Z dpj oV

M:W 16pwarw

55
= —— ViV

M i=1 ’

1
= e (2.3.4)

Bovendien kan aangetoond worden dat de totale interne kracht — de krachten ten gevolge van
de onderlinge interacties van de deeltjes in het systeem — voor centrale krachten steeds nul is
wegens de wet van actie en reactie. Dit betekent dus dat de massamiddelpuntssnelheid van het
systeem een behouden grootheid is van zodra er geen externe kracht inwerkt op het systeem
(F tot = 0)-
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2.3.3 Impulsmoment

Opnieuw in de onderstelling dat de veralgemeende codrdinaten en impulsen hier de klassieke
coordinaten en impulsen zijn, kan op eenvoudige wijze het totaal impulsmoment gedefinieerd
worden:

n n Ty,iPzi — 12,iPy,i
L=) rixpi=) | ripxi—reibzi |- (2.3.5)
=1 EUL iy — TyiPx
Ook deze grootheid kan behouden zijn, immers:
dL < oL dry; & oL dp,; OL
- = -+ -+ =
dt ; y:;y,z dry,; dt ; jxy,z OPui At ot

n o | PziPyi— PyiPzi— m;(ry,i0r,,V — 12,0, V)
= Z ﬁ Px,iPzi — PziPxi — mi(rz,iarx/iv - 7’x,iarz/iv)
! Py,iPxi — PxiPy,i — mi(”x,iaryl,-v - ry,iarxl,'v)

i=

—_

n
Tl X Vri V
i=1

= i?’i x F;
i=1

= M. (2.3.6)

Bovendien kan aangetoond worden dat ook het totaal intern krachtmoment van een veeldeel-
tjessysteem steeds gelijk is aan nul. Dit betekent dus dat het impulsmoment een behouden
grootheid is van zodra er geen extern krachtmoment inwerkt op het systeem (M;,; = 0).

2.3.4 Transformatie naar massamiddelpuntsstelsel

Uit de afleiding hierboven volgt dat het impulsmoment en de massamiddelpuntssnelheid on-
der welbepaalde voorwaarden behouden zijn. Het lijkt dus voor de hand liggend om a priori
het systeem te beschouwen in het stelsel S’ waarin de massamiddelpuntssnelheid en het im-
pulsmoment verdwijnen:

1 ¢ n
véM:MZpgzoenU:Zr;ng:O. (2.3.7)
i=1 i=1

Doel van deze paragraaf is aan te tonen dat er inderdaad een transformatie van het stelsel
S naar het stelsel S’ bestaat, waarbij in deze laatste de massamiddelpuntssnelheid verdwijnt.
Introduceer hiervoor een referentiestelsel S’ dat ten opzichte van het stelsel S beweegt met een
constante snelheid V, zo dat:

W=#—V=p=p-—mV, (2.3.8)
en:
I =1 — VL. (2.3.9)

t;

Het linkerdeel van vergelijking (2.3.7) wordt hiermee herschreven tot:

n n
0=Mugy =) pi=)_ pi—MV. (2.3.10)
i=1 i=1
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Als dus de constante snelheid V gelijkgesteld wordt aan de originele massamiddelpuntssnel-
heid, gegeven door

_ L
= 3.

™=

14 pi = vcm, (2.3.11)

Il
—_

dan verdwijnt de massamiddelpuntssnelheid in het stelsel S’. Op analoge wijze kan men een
stelsel S” vinden waarin zowel de massamiddelpuntssnelheid als het impulsmoment nul zijn.
Echter, uit het rechterdeel van vergelijking (2.3.7) blijkt meteen dat er een intrinsieke koppeling
tussen de codrdinaten en de impulsen optreedt. Hierdoor wordt de analytische afleiding van
dit stelsel S” bemoeilijkt, en is deze afleiding hier dan ook niet vermeld.

2.3.5 Geometrische vrijheidsgraden

Uit de hierboven uitgewerkte behouden grootheden kan het aantal vrijheidsgraden van een
systeem bepaald worden. Hierbij dient opgemerkt te worden dat enkel de geometrische be-
perkingen — zoals het eventueel constant zijn van het totaal impulsmoment en de massamid-
delpuntssnelheid — een invloed hebben op het aantal vrijheidsgraden. Immers, deze restricties
bepalen welke modes energetisch toegankelijk zijn, en welke modes niet kunnen geéxciteerd
worden. De beperkingen die door het ensemble worden opgelegd, zoals de totale energie,
wijzigen het aantal vrijheidsgraden niet.

In een NV E-ensemble wordt het aantal vrijheidsgraden Ny voor een systeem van n > 2 atomen
dus gegeven door:

e Ny = 3n indien de uitwendige kracht Fy,: noch het uitwendig krachtmoment M, iden-
tisch nul zijn;

e Ny =3n-3 indien de uitwendige kracht F;,; niet nul is, maar het uitwendig krachtmo-
ment M;,; wél identisch nul blijkt te zijn; of indien de uitwendige kracht F,; nul is, maar
het uitwendig krachtmoment M;,; niet identisch nul blijkt te zijn;

e Ny =3n-6 indien de uitwendige kracht F;; en het uitwendig krachtmoment M;,; beide
identisch nul blijken te zijn.

Voor kleinere systemen liggen de zaken enigszins anders. Voor een geisoleerde monoatomaire
molecule (n = 1) bijvoorbeeld leidt een willekeurige rotatie tot een systeem dat niet onder-
scheidbaar is van het origineel systeem. Het heeft dan ook geen zin te spreken van een rotatie,
zodat Ny = 3 of Ny = 0, athankelijk of de totale uitwendige kracht al dan niet nul is. Voor een
geisoleerde diatomaire molecule (1 = 2) treedt eenzelfde effect op bij rotatie rondom de as die
beide atomen verbindt: deze rotatie leidt tot eenzelfde systeem, waardoor er slechts twee vrij-
heidsgraden (in plaats van drie) verdwijnen indien het uitwendig krachtmoment nul is. Hierbij
is dus, afhankelijk van het al dan niet nul zijn van F,; en My, N € {1,3,4,6}. Analoog levert
rotatie rond de as die de atomen van een lineaire molecule verbindt een ongewijzigd systeem,
met dus slechts twee rotationele vrijheidsgraden.

Ook het periodiek karakter van de beschouwde molecule kan op het eerste zicht tot verrassende
resultaten leiden. Beschouw hiervoor de geisoleerde gasmolecule in de bovenste panelen van
Figuur 2.5. Indien men aanneemt dat er geen extern veld aanwezig is, zal Fo; = M;; = 0, en
zijn er dus drie vrijheidsgraden aanwezig in het systeem. Deze kunnen, net zoals bij een water-
molecule, geidentificeerd worden met de twee bindingslengten en de bindingshoek tussen de
atomen. De onderste panelen in Figuur 2.5 stellen een diatomair systeem voor met periodieke
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Figuur 2.5: Effect van een translatie (midden) en rotatie (rechts) op een geisoleerd systeem (boven),
respectievelijk een systeem met periodieke randvoorwaarden (onder). Voor het periodiek systeem zijn
naast de beschouwde eenheidscel (volle atomen) ook de beelden van de atomen getekend die zich in een
naburige eenheidscel bevinden.

randvoorwaarden. Indien men aanneemt dat origineel F,; = M;,; = 0, zal ook na translatie
aan deze voorwaarden voldaan zijn. Echter, na rotatie, die leidt tot het rechtse beeld, oefenen
de beelden van de atomen in de simulatiecel een niet-verdwijnend krachtmoment uit op de
geroteerde atomen in de eenheidscel, die deze rotatie tracht tegen te gaan. In voorkomend
geval is My, # 0. Voor driedimensionale periodieke randvoorwaarden met voldoende atomen
kan men bijgevolg enkel Ny = 3n en Ny = 3n — 3 onderscheiden, athankelijk van het al dan
niet aanwezig zijn van een uitwendige kracht F;y;.

Als laatste is de totale energie E = K + V in de klassieke betekenis een behouden grootheid
voor een systeem zonder demping, en kan het samen met de massamiddelpuntssnelheid vcp
en het impulsmoment L aangewend worden om te controleren of de implementatie correcte
resultaten oplevert. Dit komt verder in de tekst, in de laatste paragrafen van Hoofdstukken 3
en 4, en in Hoofdstuk 5 uitgebreider aan bod.



Hoofdstuk 3

Het kanonisch ensemble

Every sentence I utter must be understood not as an affirmation, but as a question.

—Niels Bohr

3.1 Inleiding

In voorgaand hoofdstuk werd aangetoond dat de klassieke wetten van Newton overeenstem-
men met een bemonstering volgens het NV E-ensemble. Echter, in een experimentele op-
stelling is het constant houden van de energie niet altijd eenvoudig, in tegenstelling tot het
opleggen van een constante temperatuur T. Vandaar mag het belang van een simulatie in het
NVT-ensemble niet onderschat worden, waarbij experimentele verificatie eenvoudiger toe-
gankelijk is.

Zoals echter vermeld, is er een directe correspondentie tussen de klassieke wetten van New-
ton en het NV E-ensemble. Voor het NV T-ensemble geldt deze directe correspondentie niet
meer, en dient er een alternatieve aanpak gevolgd te worden om succesvol een thermostaat
aan te leggen. Men zou een NV E-ensemble kunnen gebruiken voor een goedgekozen E, en uit
die simulatie de gemiddelde temperatuur afleiden. Door vergelijken van deze gesimuleerde
temperatuur met de gewenste temperatuur, kan men dan een nieuwe gok voor de opgelegde
energie E maken, en met die gok opnieuw bemonsteren volgens de NV E-randvoorwaarden,
tot de gewenste temperatuur bereikt is.

Het is echter duidelijk dat deze techniek zeer tijdrovend is, en bovendien inherent benaderend
— een systeem dat propageert onder constante energie gedraagt zich anders dan onder con-
stante temperatuur. Daarom zijn verschillende technieken ontwikkeld die zich specifiek richten
op het aanleggen van een thermostaat. Hierbij kan men deze werkwijzen indelen volgens het
al dan niet deterministische karakter, de mate waarin ze het systeem verstoren en zo moge-
lijks aanleiding geven tot onfysische artefacten, en of ze er al dan niet in slagen te bemonsteren
volgens het kanonisch ensemble. Een overzicht van de technieken die hieronder besproken
worden, is weergegeven in Figuur 3.1.

Een eerste methode die aangewend wordt om een thermostaat aan te leggen, is de zogenaamde
techniek van velocity rescaling [23][24]. Deze methode steunt op het constant houden van de

22
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Stochastisch Deterministisch
K ook Langevin [22] Nosé en Nosé-Hoover
anonise Andersen [1] (paragraaf 3.2)
Niet— velocity rescaling [23][24]
kanonisch Berendsen [25]

Figuur 3.1: Owverzicht van de meest gebruikte thermostaattechnieken vermeld in deze tekst, ingedeeld
volgens hun stochastisch/deterministisch karakter, en of ze er al dan niet in slagen het kanonisch en-
semble correct te bemonsteren. Voor een MD-simulatie in een NV T—ensemble is een kanonische en
deterministische techniek gewenst.

instantane temperatuur T;, gedefinieerd als
3 1¢
SnksT; = E;miv%, (3.1.1)

waarbij hier aangenomen wordt dat het driedimensionaal probleem bestaat uit n deeltjes met
massa’s m; en instantane snelheden v;, en waarbij kg de Boltzmannconstante voorstelt. In de
velocity rescaling techniek wordt deze instantane temperatuur — of equivalent de instantane ki-
netische energie,

K= -

N |

1 3
Y miv} = SnkgT;, (3.1.2)
— 2
i=1
op bepaalde tijdstippen in de simulatie herschaald volgens

v} = | =i (3.1.3)

=)

zodat de instantane temperatuur op deze ogenblikken samenvalt met de opgelegde tempe-
ratuur T. Deze transformatie behoudt de richting en zin van de atomaire snelheidsvectoren,
maar herschaalt ze allen met eenzelfde factor die afhangt van de instantane temperatuur. Deze
equilibratietechniek leidt echter tot onfysische fluctuaties op deze renormalisatiemomenten, en
kan dan ook in praktijk nauwelijks gebruikt worden voor simulatiedoeleinden in het kanonisch
ensemble — ze wordt echter wel gebruikt in het eerder theoretische isokinetisch ensemble, waar-
bij de kinetische energie constant blijft. Deze techniek is deterministisch: gegeven de initi€le
voorwaarden, zal de simulatie telkens dezelfde resultaten geven.

Een tweede deterministische aanpak voor kanonische simulaties is de zogenaamde Berend-
senthermostaat. In deze techniek volgens Berendsen et al. wordt het origineel systeem zwak
gekoppeld aan een warmtebad [25], waarbij temperatuursfluctuaties exponentieel gedempt
worden met een vooraf opgegeven tijdsconstante. Naarmate men deze tijdsconstante reduceert,
benadert deze techniek steeds meer de velocity rescaling techniek hierboven. Het sterk dempen
van deze fluctuaties leidt tot onfysische artefacten in temperatuur en snelheid, resulterend in
het kunstmatig leveren van energie in laagfrequente modes [26]. Het kanonisch karakter van
de bemonstering is bovendien bij deze Berendsenthermostaat, net zoals bij de velocity rescaling
techniek, niet verzekerd.
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Naast deze deterministische technieken, kan een thermostaat ook op stochastische wijze aan-
gelegd worden. In de thermostaattechniek volgens Langevin wordt een fictieve wrijvingscoéf-
ficiént vy ingevoerd, alsook een stochastische ruis [22]. Door het invoeren van deze wrijvings-
coéfficiént en de ruis bootst het systeem een diffusieproces na. Een tweede niet-determinis-
tische thermostaattechniek die substantieel verschilt van de Langevinthermostaat werd inge-
voerd door Andersen [1]. Hierbij wordt de thermostaat aangelegd door het invoeren van sto-
chastische, impulsieve krachten die inwerken op lukraak gekozen deeltjes. Deze botsingen,
gekenmerkt door een botsingsfrequentie v, bootsen in se een MC—stap na. In deze stap wordt
immers de oude snelheid van het geselecteerd deeltje gewijzigd in een nieuwe snelheid, die
gekozen wordt volgens de Maxwell-Boltzmanndistributie met maximum op de aangelegde
temperatuur T. Het kiezen van de botsingsfrequentie is een afweging tussen twee effecten.
Enerzijds leiden hogere botsingsfrequenties tot een snellere equilibratie van het systeem, maar
anderzijds verstoren ze ook sterker het dynamisch gedrag.

De twee voornoemde stochastische technieken kunnen met succes gebruikt worden zolang
men niet geinteresseerd is in dynamische eigenschappen van het systeem. Deze eigenschappen
worden immers handmatig verstoord, en zijn dus onfysisch, net zoals in een standaard MC-
methode. In de Langevinthermostaat geschiedt dit door de invoering van een fictieve wrij-
vingscoéfficiént -y, in de Andersenthermostaat via het interfereren met de snelheden van de
deeltjes. Deze technieken zijn hierdoor eveneens niet tijdreversibel, een symmetrie die wel
aanwezig is in het eigenlijke fysische systeem.

Het is duidelijk dat, als men geinteresseerd is in dynamische variabelen, voorgaande werkwij-
zen niet tot correcte resultaten kunnen leiden. Het is de verdienste van Nosé, die voorstelde om
de Hamiltoniaan van het origineel systeem te extenderen, dat een deterministische aanpak kon
geformuleerd worden, zodanig dat het systeem gemiddeld een vooraf bepaalde temperatuur
bezit, zonder handmatig het systeem sterk te verstoren. Deze techniek en zijn uitbreidingen
zijn het onderwerp van de volgende paragrafen.

3.2 De Nosé- en Nosé—Hooverthermostaat

Klassiek worden de bewegingsvergelijkingen van het ene ensemble getransformeerd naar be-
wegingsvergelijkingen van een ander ensemble door in de bijhorende Hamiltoniaan gepaste
energietermen bij te voegen — denk hierbij aan de extra term PV bij de overgang van het NV E-
naar het NPH-ensemble, of bij de overgang van het kanonisch naar het isobaar-isotherm en-
semble, beide besproken in het volgende hoofdstuk. De overgang van het NV E-ensemble
naar het NVT-ensemble is in dat opzicht sterk verschillend, aangezien er geen voor de hand
liggende term is om bij de Hamiltoniaan toe te voegen. Reverse engineering heeft echter uit-
gewezen dat er een Hamiltoniaan kan opgesteld worden, zodat de microkanonische bemon-
stering (NV E) met behulp van deze Hamiltoniaan de correcte kanonische bemonstering (NV'T)
levert voor het originele systeem en de bijhorende Hamiltoniaan.

Beschouw opnieuw een systeem gekenmerkt door N ¥ veralgemeende codrdinaten, waarbij de
potentiéle energie niet expliciet athangt van de tijdsafgeleiden van de veralgemeende coordi-
naten. De bijhorende Lagrangiaan en Hamiltoniaan werden in voorgaand hoofdstuk opgesteld
als zijnde:

N .
LN Ny — N TN 321
o(g™,q") = Y= = V@), (3.2.1)

i=1
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en

Holq™, pN) = ¥ FL 4 v(gV). (3.2.2)

i=1 2mi

Doel van dit hoofdstuk is aan te tonen dat, via gepaste aanpassingen aan deze Hamiltoniaan,
inderdaad de kanonische bemonstering volgens Hy volgt uit de microkanonische bemonste-
ring volgens de uitgebreide Hamiltoniaan H. Hierbij wordt de chronologie van historische ont-
wikkelingen hieromtrent gerespecteerd: in eerste instantie wordt de Nosé-Hooverthermostaat
met één thermostaatschakel behandeld, gevolgd door een algemenere behandeling met m ther-
mostaatschakels, de zogenaamde Nosé-Hooverketens. Hierbij zullen de gekende codrdinaten
r; en snelheden v; als variabelen gekozen worden.

3.2.1 Nosé-formulering

De door Nosé geintroduceerde Lagrangiaan, met het oog op het aanleggen van een warmtebad
aan een systeem met n atomen, wordt gegeven door [27][28]:

m;s*i
2

Q.

;CNose(rn, 1;11, S,é) — - V(rn) + Es - LkBTlnS. (3.2.3)

n

Deze Lagrangiaan is dus niet enkel afhankelijk van de codrdinaten en snelheden van het origi-
nele systeem, maar ook van twee extra variabelen s en $, die de kinematica van het warmtebad
beschrijven.

Hoewel deze Lagrangiaan duidelijk meer informatie bevat dan de Lagrangiaan van het ori-
ginele systeem uit vergelijking (3.2.1), zijn er overeenkomsten tussen beide Lagrangianen. In
vergelijking (3.2.3) herkent men de kinetische energie van het originele systeem, echter her-
schaald met een factor s2, en de ongeschaalde originele potentiéle energie. Twee extra termen
zijn geintroduceerd die de dynamica van het warmtebad weergeven. De derde term in ver-
gelijking (3.2.3) heeft — mits men Q identificeert met een thermostaatmassa (eenheid: J-s?) —
dezelfde vorm als de kinetische energie, en wordt dan ook vereenzelvigd met de kinetische
energie van de thermostaat. De overblijvende term correspondeert met de potentiéle energie
van de thermostaatschakel. De reden voor de specifieke logaritmische afhankelijkheid van de
thermostaatvariabele s is nodig om correct volgens het kanonisch ensemble te bemonsteren,
zoals hieronder verder uitgewerkt is. L is een constante, waarvan de waarde later bepaald zal
worden zodat de vereiste vorm van de partitiefunctie bekomen wordt. De thermostaatmassa
Q wordt gedefinieerd aan de hand van een tijdsconstante 7r volgens

_ keI _ ' 24
Q wi  4mr? T (32.4)

De hoekfrequentie wt dient in dezelfde grootteorde gekozen te worden als de karakteristieke
frequenties van het gesimuleerd systeem. Het effect van de keuze van deze massa op de resul-
taten van de simulatie zal uitvoerig besproken worden in Hoofdstuk 5.

Gebaseerd op het Lagrangeformalisme kunnen de veralgemeende impulsen van de extra vari-
abelen bepaald worden. Voor de originele codrdinaten vindt men:

pi = Vi, Lose = ms*#, (3.2.5)
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en voor de thermostaatimpuls:

aENose

ps =55 = = Qs. (3.2.6)
Dit levert dan de Hamiltoniaan van het uitgebreide systeem op:
L pt p:
HNose(r", p",8,ps) = ; 2m252 + V(") + é + LkgTIns. (3.2.7)

Deze Hamiltoniaan kan in een meer vertrouwde vorm geschreven worden via de transfor-
matie pf = pi/s, waarbij de impulsen herschaald worden met de thermostaatvariabele. Echter,
vermits deze transformatie niet kanonisch is, zal p! niet langer de impuls toegevoegd bij r;
voorstellen. Zoals gevisualiseerd in Figuur 2.4 betekent dit eveneens dat de Hamiltonvergelij-
kingen niet geldig zijn in de nieuwe codrdinaten r en p’: deze vergelijkingen moeten vervan-
gen worden door de ingewikkeldere vorm in de zwarte kaders van Figuur 2.4. Zoals reeds
geanticipeerd met de notatie H, zal de Hamiltoniaan Hpose transformeren in een behouden
energiegrootheid, die, net omdat de Hamiltonvergelijkingen niet gelden in zijn argumenten,
geen Hamiltoniaan meer voorstelt:

n 2
¥ n m _ pi n Ps
HNose (1", P, 5, ps) = ; m + V(") + 20 + LkgTIns. (3.2.8)

Dankzij deze transformatie krijgen de eerste twee termen in de Hamiltoniaan hierboven de
vorm van een standaard n-deeltjeshamiltoniaan, in de variabelen " en p”. Om die redenen
wordt naar de variabelen met accentteken verwezen in de bewoordingen van reéle variabelen
— deze staan immers in rechtstreeks contact met de geobserveerde grootheid. De originele
variabelen zonder accentteken zijn dan de virtuele variabelen.

Met de notatie
n p/Z
= — 4+ V(r" 3.29
; 2m; (r") ( )
kan de uitgebreide Hamiltoniaan uit vergelijking (3.2.8) geschreven worden als:
Hnose(r", p"", s, ps) = Ho(r", p'™) + Ps + LkgT Ins. (3.2.10)

2Q

Het systeem hierboven telt, naast de 2N = 6n codrdinaten en snelheden, twee virtuele coor-
dinaten s en s, waardoor het aantal vrijheidsgraden van dit systeem algemeen gegeven wordt
door Ny = 3n + 1. Indien de uitwendige kracht en/of het uitwendig krachtmoment van dit
systeem echter nul is, treden er extra behoudswetten op, zoals getoond in Hoofdstuk 2.3.

Het is belangrijk deze behoudswetten te incorporeren in de afleiding van de constante L. In
het vervolg van deze paragraaf zal gewerkt worden met één extra behoudswet, namelijk het
behoud van massamiddelpuntssnelheid. Dat deze snelheid inderdaad verdwijnt, ook met
de gewijzigde Hamiltoniaan, wordt in paragraaf 3.5.3 aangetoond. Om deze behoudswet
tot zijn recht te laten komen, worden de initiéle coérdinaten {r;}? ; en impulsen {p}" ;| ge-
transformeerd naar het massamiddelpuntsstelsel via de transformaties (2.3.8-2.3.9). De ge-
transformeerde coordinaten worden genoteerd als {R;}"_;, de getransformeerde impulsen als
{P/}! ;. In dit stelsel geldt dan:

1 n
Veu = 3 Y P=0= Rcy=+ ) mR;=C, (3.2.11)
i=1 i=1



HOOFDSTUK 3. HET KANONISCH ENSEMBLE 27

waarbij deze laatste volgt na integratie, en C een constante vector is. Dit betekent dus dat de
n codrdinaten {R;}"_; en de n impulsen {P/}"_, niet lineair onafhankelijk zijn — men kan dus
zonder verlies van algemeenheid het systeem beschrijven met de tweemaal (n — 1) vectoren
{Ri ?;11 en {P[}?;ll

Dit betekent dan ook dat de Hamiltoniaan #, enkel functie is van de 2(n — 1) onafhankelijke
vectoren; met enig misbruik van notatie betekent dit:

FHo(R"™L, P71 = Ho(r", p™). (3.2.12)

De Nosé-Lagrangiaan uit vergelijking (3.2.3) werd a priori voorgesteld. Opdat de bijhorende
Hamiltoniaan uit vergelijking (3.2.7) echter correct het NV T—ensemble zou bemonsteren, dient
de microkanonische partitiefunctie, gedefinieerd in vergelijking (2.0.2) en opgesteld met be-
hulp van de Nosé-Hamiltoniaan, overeen te stemmen met de kanonische partitiefunctie voor
de Hamiltoniaan van het origineel systeem.

In Appendix A wordt aangetoond dat voor een gegeven systeem met 31, restricties — waarbij
er dus voor het originele systeem Ny = 3(n — 1) vrijheidsgraden overblijven — de Hamiltoni-
aan van vergelijking (3.2.7), indien gebruikt voor het bemonsteren van de faseruimte volgens
de microkanonische partitiefunctie, inderdaad leidt tot het correcte NV T—ensemble, indien de
constante L gekozen wordt als:

Ny +1, indien bemonsterd met constante reéle tijdsstap At';
I - indi e e s (32.13)
Ny, indien bemonsterd met constante virtuele tijdsstap At.
In deze afleiding werden de optredende variabelen getransformeerd, zo dat
t .
dt’ = d—, ri=r1, pi= B s'=s, ps = Ps. (3.2.14)

S S S

Nu aangetoond is dat de Nosé-Hamiltoniaan (3.2.7) inderdaad tot de gewenste bemonstering
leidt, kunnen de bewegingsvergelijkingen voor de variabelen afgeleid worden uit deze Hamil-
toniaan:

dri o - pi .

dt — ijHNOSE — mlsz 7 (32.15)
dpi n

dt - _VriHNosg - —VyiV(T ), (32.16)

dS . aHNose _ & (3217)

dt — 9ps Q’

dps o aHNosg _ n pl LkBT
dt ~ 9 _Z - '

(3.2.18)

Bovenstaande bewegingsvergelijkingen zijn uitgedrukt als functie van de virtuele variabelen.

De uitdrukkingen worden iets eenvoudiger bij overgang naar de bewegingsvergelijkingen voor

de reéle variabelen, gebruikmakend van de transformaties uit vergelijking (3.2.14):
dr;  dr; pi _

S——

TS (3.2.19)
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LNose HNose BWVglNose

(3.2.3) (3.2.7) (3.2.15-3.2.18)
7:[Nose BWVgl’Nose
(3.2.8) (3.2.19-3.2.22)

Figuur 3.2: Voorstelling van de afleiding van de bewegingsvergelijkingen zoals in deze paragraaf wit-
gewerkt. Bemerk de ontbrekende horizontale pijl in de onderste lijn, vanwege de observatie dat vergelij-
king (3.2.8) geen Hamiltoniaan voorstelt.

dp; o d p; o 1dp; pids . dp; ,ds B " S'PQPQ.
W o drs —sar 2ar - a Pig = Vvt - 5 (3.2.20)

1ds’ dlns  s'p;
S = (3.2.21)
d(s'pl) _ dps _ ¢ p7

De werkwijze om tot deze bewegingsvergelijkingen te komen is nogmaals schematisch weer-
gegeven in Figuur 3.2. De ontbrekende horizontale pijl tussen de behouden energetische groot-
heid H nose en de bewegingsvergelijkingen in reéle variabelen wijst erop dat de Hamiltonver-
gelijkingen niet mogen toegepast worden op H nose, vermits het geen Hamiltoniaan is.

Indien men deze bewegingsvergelijkingen zou willen implementeren, is het belangrijk op te
merken dat ze gekoppeld zijn, zowel in de formulatie met behulp van reéle als met virtuele
variabelen. Dit bemoeilijkt de implementatie aanzienlijk. William Hoover toonde echter aan
dat een goedgekozen transformatie het aantal gekoppelde variabelen met één kan laten ver-
minderen, hetgeen het onderwerp is van de volgende deelparagraaf.

3.2.2 Hooverformulering

De idee doorgevoerd door Hoover is gebaseerd op de observatie dat de variabelen s’ en p; in
vergelijkingen (3.2.19-3.2.22) enkel gegroepeerd als s'p, voorkomen [29]. Daarom wordt de
variabele fz ingevoerd volgens:

pe = s'p = ps. (3.2.23)

Deze variabele is sterk gerelateerd aan de thermodynamische wrijvingscoéfficiént { = pz/Q.
Hoover stelde dan ook origineel voor om met deze wrijvingscoéfficiént te werken in plaats
van met fz. Echter, met het oog op de uitbreiding naar meerdere thermostaatschakels valt het
gebruik van p; te verkiezen. Deze grootheid heeft als afgeleide naar de virtuele tijd

dpe _dps _ - PP LksT

dt  dt :l;mis?’ s

(3.2.24)
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Het nut van transformatie (3.2.23) — die overeenkomt met een incomplete tijdstransformatie
van de virtuele tijd naar de reéle tijd, waarbij de thermostaatimpuls p; niet mee wordt getrans-
formeerd tot p, — wordt meteen duidelijk na het bekijken van de resulterende bewegingsverge-
lijkingen — het equivalent van vergelijkingen (3.2.19-3.2.22):

j:f _ 7’2; (3.2.25)
i};ﬁ — YV - FS " (3.2.26)
e _dip) )_:1 ”2 LT (32.27)
d (lirtlls’ _ ;;g | (3.2.28)

Deze vergelijkingen zijn, zoals vooraf geanticipeerd, ontkoppeld. In vergelijkingen (3.2.25-
3.2.27) komt immers de variabele s’ niet langer voor, waardoor in principe enkel de drie overige
sets variabelen dienen geimplementeerd te worden.

De transformaties (3.2.23), ¥ = r en s’ = s hervormen eveneens de Nosé—'Hamiltoniaan’ (3.2.8)
tot de zogenaamde Nosé-Hoover—"Hamiltoniaan” uit vergelijking (3.2.29). Deze benaming is
echter misleidend, aangezien deze grootheid opnieuw geen Hamiltoniaan meer voorstelt. Hoe-
wel deze grootheid afgeleid is van een Hamiltoniaan, en deze dus eveneens een behouden ener-
gie voorstelt, kunnen de bewegingsvergelijkingen (3.2.25-3.2.28) hier niet uit afgeleid worden.

n 2 52
Fnu (e, p", s, pe) = Y 2””11 + V(") + 2% + LkpTIns'. (3.2.29)
i=1 t

Als laatste kan nu nog de variabele s’ weggetransformeerd worden volgens

s/

I=Ins' = &= 3 (3.2.30)

waardoor vergelijking (3.2.28) transformeert tot:

d¢ _ e
- = = 3.2.31
dv — Q' ( )
en vergelijking (3.2.29) zich herleidt tot de finale vorm van de Nosé-Hoover—'"Hamiltoniaan”:
_ n p’.2 ﬁé
Ann (™, "8 p) = Y Pl 4 V() + 25 4 LkpTE, (32.32)
= 2m; 2Q

Deze laatste transformatie wijzigt echter het feit niet dat deze laatste behouden grootheid nog
steeds geen Hamiltoniaan is.

In de voorgaande afleiding werd gestart van de Nosé-Lagrangiaan, waaruit de bijhorende
Hamiltoniaan en bewegingsvergelijkingen afgeleid werden. Op deze bewegingsvergelijkin-
gen werd dan een codrdinatentransformatie toegepast, die aantoont dat één van de variabe-
len geélimineerd kan worden. De Nosé-Hamiltoniaan transformeerde dan tot een behouden



HOOFDSTUK 3. HET KANONISCH ENSEMBLE 30

LNose HNose BWVglNose
(3.2.3) (3.2.7) (3.2.15-3.2.18)

7:[Nose BWVgl’Nose
(3.2.8) (3.2.19-3.2.22)

LnH HNH Bwvglnh
(3.2.33) (3.2.36) (3.2.37-3.2.40)

7:[ BWVgl’NH

NH
(3.2.32) (3.2.25-3.2.27,
3.2.31)

Figuur 3.3: Situering van de Nosé—Hooverbewegingsvergelijkingen (onderste lijn) ten opzichte van de
eerder afgeleide Nosé—bewegingsvergelijkingen (bovenste twee lijnen). De zwarte grootheden en verge-
lijkingen zijn opgesteld door Nosé en Hoover, de grijze grootheden zijn in deze tekst afgeleid en vormen
een alternatieve wijze om tot de finale bewegingsvergelijkingen te komen.

grootheid, die niet langer een Hamiltoniaan voorstelt. Deze afleiding is schematisch voorge-
steld door de zwarte pijlen en grootheden in Figuur 3.3.

Hetzelfde doel kan nu echter ook bereikt worden via een alternatieve weg: de grijze grootheden
en vergelijkingen in Figuur 3.3. Startend van de Nosé-Lagrangiaan uit vergelijking (3.2.3), kan
de Nosé-Hoover-Lagrangiaan afgeleid worden door de transformatie ¢ = Ins en dus & = §/s
nu toe te passen op de Nosé-Lagrangiaan uit vergelijking (3.2.3):

Qz?

Lau(r,#,58) =Y exp(2§)% —V(r") +exp(28) - — LksTE. (3.2.33)
i=1

De veralgemeende impulsen behorend bij deze Lagrangiaan worden dan:

pi = Vi.Lnu = exp(28)m;t;, (3.2.34)
en
oL .
pe = ang = exp(28) Q¢ (3.2.35)

Deze werkwijze verzekert dat de hier opgestelde impulsen nu wel kanonisch toegevoegd zijn
aan de variabelen r; en ¢, in tegenstelling tot voorheen. Bemerk dat p; = sps niet dezelfde
grootheid is als de eerdere, ad hoc ingevoerde grootheid fiz = s'p; — hetgeen bevestigt dat de
voorheen beschreven transformatie naar de reéle tijd niet kanonisch was. De correcte Nosé-
Hoover-Hamiltoniaan wordt nu gegeven door

n 2 2
Han (", p" & pe) = Y exp(—zg)% FVO) + exp(—ZC)zrg + LksTE. (3.2.36)
i=1 !
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Deze grootheid is niet enkel behouden, maar stelt ook wel degelijk een Hamiltoniaan voor in
de variabelen r, p, ¢ en p; (in tegenstelling tot T ny uit vergelijking (3.2.32)). Immers, uit de
Hamiltoniaan hierboven kunnen de correcte bewegingsvergelijkingen afgeleid worden:

dr,' pi

Q- Vo HNH = exp(—ZC)E; (3.2.37)
(Z.rl,fi = —Vr,.HNH = —V,I.V(r”); (3.2.38)
% o OHNH . - Pz

at ~ ope = exp( 2§)Q, (3.2.39)
dpz _ oHnu _ v p; Pé

P T —;ex zg) —I—exp( 25)7 LkgpT. (3.2.40)

Doorvoeren van de gekende transformaties (3.2.14) met s = exp(¢) levert:

dt’ = <= exp(—¢)dt; (3.2.41)
f_Pi _ v,

pi =" =exp(=C)pi; (3.2.42)

pe = ps = Qs = Qexp(§)& = exp(—¢)pe. (3.2.43)

Aangevuld met 7, = r; en ¢’ = ¢, leidt dit tot de bewegingsvergelijkingen:

j:f = exp(¢) i:" - :j (3.2.44)
Wl exp(@) S fexp(- ) =~ = ey v v, 3245)
‘:5 _ exp(C)% _ ’g; (3.2.46)
i{z,% = eXp(é)Ci [exp(=8)pe] = —pe jf dpg E pl — LkpT. (3:2.47)

Deze vergelijkingen zijn inderdaad identiek aan de eerder bekomen bewegingsvergelijkingen
(3.2.25-3.2.27, 3.2.31), en de Hamiltoniaan uit vergelijking (3.2.36) kan gebruikt worden om
deze af te leiden. Dankzij deze vorm wordt de uitbreiding van de Nosé-Hooverthermostaat
tot meerdere ketens, zoals besproken in de volgende paragraaf, sterk vereenvoudigd — dit pro-
bleem is nu immers herleid tot het vinden van een passende uitdrukking van de Lagrangiaan
of Hamiltoniaan voor deze uitgebreide systemen.
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N,V,T
N,V,E
I8 — AE i AE
thermostaat—
origineel systeem schakel

Figuur 3.4: Visuele voorstelling van het aanleggen van een thermostaat aan het origineel systeem
(links). Het origineel systeem wordt gekenmerkt door constante N,V , T, maar een variabele energie
E — AE. De thermostaatschakel heeft als functie het toe— en afvoeren van energie AE zodat de gemiddelde
temperatuur van het origineel systeem T is, terwijl het globale systeem een constante energie E bezit.

3.3 Hamiltoniaanse uitbreiding van de keten

Implementatie van de Nosé-Hooverthermostaat gebaseerd op voorgaande afleiding wijst uit
dat in sommige, veelal kleine systemen niet de volledige faseruimte bemonsterd wordt [30].
Het is duidelijk dat, indien interesse getoond wordt in een observabele, een voldoend groot
deel van de faseruimte moet bereikt worden tijdens het traject. Zoniet wordt het ergodisch
principe geschonden, en is de uitmiddeling over het traject niet langer equivalent aan het uit-
middelen over de toegankelijke faseruimte. Dit betekent dus dat de Nosé-Hooverthermostaat
voor zulke systemen niet kan gebruikt worden om eigenschappen correct te bepalen. Een uit-
breiding van de voorgaande theorie voor een enkelvoudige thermostaatketen dringt zich op.

Afleiden van de bewegingsvergelijkingen voor een meervoudige thermostaatketen kan op ver-
schillende wijzen geschieden. Deze verschillende werkwijzen kunnen het best geillustreerd
worden teruggrijpend naar Figuur 3.3. Een eerste, logische, werkwijze bestaat in het exten-
deren van de Nosé-Lagrangiaan uit vergelijking (3.2.3). Andere mogelijkheden bestaan uit de
uitbreiding van de Nosé-Hoover-Lagrangiaan (3.2.33), of zelfs de Nosé-Hoover-bewegings-
vergelijkingen geformuleerd in de reéle tijd (3.2.44-3.2.47), zoals uitgevoerd door Martyna et
al. [30]. Echter, de eerste aanpak lijkt hier het meest voor de hand liggend, en laat eveneens toe
om de correctheid van de uitbreiding te testen via dezelfde methode als voor een enkelvoudige
keten, namelijk via de partitiefunctie. In Hoofdstuk 3.4 zal de niet-Hamiltoniaanse uitbreiding
van de enkelvoudige thermostaat via de bewegingsvergelijkingen besproken worden.

3.3.1 Nosé-ketens

Om de Nosé-Lagrangiaan (3.2.3) uit te breiden, is het nuttig de vorm van deze Lagrangiaan
onder de loep te nemen. De eerste twee termen vormen de kinetische en potentiéle energie
van het originele systeem, waarbij de kinetische energie geschaald wordt met behulp van een
thermostaatschakel. Deze schakel wordt beschreven door de codrdinaat s en zijn tijdsafgeleide
$. Het effect van deze schakel op het originele systeem is het toevoegen of wegnemen van ki-
netische energie van het origineel systeem, om zo de temperatuur van dit origineel systeem
aan te passen. Deze aanpassing gebeurt zodanig dat de gemiddelde temperatuur van het ori-
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N,V,T
N,V,E
E — AE; ALY AEl_AEz_N:N_AE]_AE]_A'_l_NZN_ AE,,
thermostaat— thermostaat— thermostaat—
origineel systeem schakel 1 schakel j schakel m

Figuur 3.5: Visuele voorstelling van het aanleggen van een thermostaatketen met lengte m aan het
origineel systeem (links). Het origineel systeem wordt gekenmerkt door constante N,V, T, maar een
variabele energie E — AE,. De thermostaatschakels hebben als functie het toe— en afvoeren van energie
naar de voorliggende schakel, of het originele systeem, zodat de gemiddelde temperatuur van het origineel
systeem T is, terwijl het globale systeem een constante energie E bezit.

ginele systeem gelijk is aan de opgelegde temperatuur in het NV T—-ensemble. Deze dynamiek
is eveneens voorgesteld in Figuur 3.4.

Extenderen van de Nosé-Lagrangiaan (3.2.3) betekent het toevoegen van extra schakels in
de thermostaatketen. Deze schakels kunnen op verschillende posities toegevoegd worden —
historisch gezien blijkt echter een lineaire keten het gewenste werk te verrichten, terwijl het
computationeel ook de makkelijkst te implementeren keten is. Echter, doorheen de jaren zijn
verschillende meer ingewikkelde koppelingen voorgesteld, die bijgevolg ook leiden tot meer
gecompliceerde bewegingsvergelijkingen. De thermostaatschakels kunnen hierbij gekoppeld
worden aan specifieke interne modes van het systeem, of aan één of meerdere voorgaande
schakels. De lineaire Nosé-Hooverketen wordt dan een Nosé-Hoovernetwerk van thermo-
staatschakels, zoals beschreven door T. Morishita [31]. Dit netwerk opent de deur voor het
uitgebreid ontwerp van thermostaatketens.

De tegenhanger van Figuur 3.4 voor een lineaire thermostaat met meerdere schakels is gegeven
in Figuur 3.5. Uit deze figuur is meteen de functie van elke thermostaatvariabele duidelijk:
deze variabele voert energie toe naar de voorgaande thermostaatschakel, en zijn eigen energie
wordt bepaald door de nettostroom van en naar de vorige en volgende thermostaatschakel. De
eerste thermostaatschakel controleert de energietoevoer naar het origineel systeem, terwijl de
laatste thermostaatschakel enkel energie kan uitwisselen met de voorlaatste thermostaatscha-
kel.

De constante factor L die optreedt in de Nosé-Lagrangiaan (3.2.3) werd eerder bepaald als
het aantal vrijheidsgraden in het systeem waaraan de thermostaat aangelegd wordt, eventueel
vermeerderd met één indien in reéle tijd bemonsterd werd (zie vergelijking (3.2.13)). Aangezien
elke schakel in de thermostaatketen slechts één vrijheidsgraad bezit — de variabele s, zal L =1
kunnen gesteld worden voor elke volgende schakel in de keten. De kinetische energie van het
originele systeem werd eveneens herschaald met een factor s?, zijnde de thermostaatvariabele
van de schakel die de energietoevoer naar het originele systeem bepaalt. Logisch uitbreiden
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levert dan volgend voorstel op voor de Lagrangiaan van de Nosé—keten met m schakels:

]

" misi m=1Qjs?
Enclr, #5787 = 3O )+ Y T+ G,
m
_LkBTlns1 — kBTlIlS]' (331)

2

Volgens de gebruikelijke methode kunnen de veralgemeende impulsen dan bepaald worden
als:

pi = ViLnc = misi#, (33.2)
en
oL is2 §: 1<iji<m
by = aNC _ { Q]s].Hs] voor ‘__] m (33.3)
$ Qmsm, voor j = m.
Dit levert dan als de Hamiltoniaan voor deze Nosé—keten:
1 p? ol PR,
HNC(rn’ n’sm’ m) — 1 + V(Tn) + ’ + ’
Prosmips 1; 2m;s2 ]; 20, | 2Qu
m
+LkgTIns; 4+ )_kpTlIns;. (3.3.4)
=2

Opnieuw doorvoeren van de transformatie p; = p;/s1, en met de notatie van vergelijking (3.2.9),
geeft dan de behouden grootheid:

12
Rl g, ) = Bl + Lyl Fo
] 3 2Q5571 2Qm

m
+LkpTIns; + ) _kpTlIns;. (3.3.5)
j=2

In tegenstelling tot de codrdinatentransformatie die de Nosé-Lagrangiaan omzet tot de Nosé-
Hoover-Lagrangiaan (de grijze verticale pijl in Figuur 3.3) is deze nieuwe Lagrangiaan het
gevolg van een uitbreiding. Dit betekent eveneens dat de geldigheid van deze Lagrangiaan
dient geverifieerd te worden — leidt de microkanonische bemonstering volgens de bijhorende
Hamiltoniaan inderdaad tot de kanonische bemonstering van het originele systeem? Deze
afleiding is analoog aan diegene uitgezet in Appendix A, en vereist de invoering van de mi-
crokanonische partitiefunctie (2.0.2) met de Hamiltoniaan van de Nosé—keten. Indien er geen
extra behoudswetten optreden wordt dit:

Qe = [apme [ dpon [ dsu [ dsi [ dp” [ ars(ine — )
n!hf ' '

_ ulsz / dpsm / dps1 / dsp... / dsy / dp"sd" / dr" (3.3.6)
n.

m-1  p2 2
) P
5 (Ho(rn,p’”) I Zpém + LkpTIns; + Y ksTlns; — E> .
=1 “RiSj1 m =2
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Gebruikmakende van eigenschap (A.5) kan dit verder uitgewerkt worden. De enkelvoudige
pool voor de optredende é—distributie in s; wordt gevonden in sy, gegeven door:

_ B ) -
Ho(r", p'") + mZ:l ps’é + Pom + i kgTIns; — E
= 2Q57 Q5

Sp =exp | — LksT . (3.3.7)
Verder is:
- ’ =l pg,]' pgm - ]
Ho(r", p") + Y TP _|_2Q' +) kgTlns; —E
|~ kyTexp = 205 noj= (33.8)
asl LkBT

S1=5p

Met behulp van deze informatie wordt de partitiefunctie dan:

1 n n n
Qe = [ / dpsmen / dpsa / S / ds» / dp’ / dr / dsys3 (3.3.9)

_ 2 2

7‘[0(1’”, p/n) -+ 71:_11 ZQF;SSJZH + 75@2 + 271:2 kBTlnsj —E
—_— ] —

X exp LkpT 6(s1— s0)

Na integratie over s; en de transformatie p, i = Psj/sjy1voor j =1,...m—1wordt dit, met so
gedefinieerd in vergelijking (3.3.7):

1 3n+1 E
One = ——— p[ ]/dr’s,meXp

ox E 3n+1 pf/m
LkgTn!hNs L kgT

L 20uksT

B+l PR [ exp | -2 Pan
L sz_lkBT A pS,]. p

8 /dp;m‘lexr’ L 20.ksT
1 1
X /dsmsm exp [—371; lnsm] .../dszsz exp [—371; lnsz}

¥ n
x/dp'"/dr”exp [—371;_1%0(]: ,TP )]
B

7 n . n
= n'ZN/‘ /dp’”/dr” exp [—371;_1%0(’:3']? )] (3.3.10)

Deze laatste vergelijking, die bekomen wordt na het uitvoeren van alle integraties behalve
diegene over p’ en r, is identiek aan de eerder bekomen partitiefunctie uit vergelijking (A.10),
die opgebouwd werd in de Nosé—formulatie. Dezelfde conclusies kunnen dus gemaakt wor-
den betreffende de gemiddelde waarde van observabelen in dit ensemble. Dit betekent dus
dat de Hamiltoniaan van de Nosé-keten, gegeven in vergelijking (3.3.4), bemonsterd volgens
het microkanonisch ensemble, aanleiding geeft tot de correcte bemonstering van de originele
Hamiltoniaan H, volgens het NV T—ensemble, mits de correcte waarde voor de parameter L in
acht genomen wordt:

[ { Nf+1, indien bemonsterd met constante reéle tijdsstap At'; (33.11)

Ny, indien bemonsterd met constante virtuele tijdsstap At.
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Deze Hamiltoniaan levert als bewegingsvergelijkingen in de virtuele tijd:

dr. .
dTZ =V, Hne = m’j;%; (3.3.12)
d .
% =V, Hne = —V, V(r"); (3.3.13)
ds: Psj 1<i<m
dsj _ OHnc _ ] get,r VOOrTSIST (3.3.14)
dt Ips,j %, voor j = m; o
v’ LkpT S
dpj  dHne ) Tt~ s voorj=1; 33.15
e~ ds; B Vi1 keT voorl <j<m (3315
Qj—ls? sj 7 -

Net zoals in de enkelvoudige formulering kan ook hier overgegaan worden naar de formule-
ring in reéle tijd, via de transformatie:

dt j
at' =<, — pi="1 (33.16)
1 51

I /

S] S]‘, ps,j =

(3.3.17)

Pl voorl<j<m;
Ps,m, VOO | = m.

De bijhorende behouden grootheid wordt dan gegeven door:

n 2 m 2 m
¥ / m o my Pi / pS,f / /
HNc(r ",p n s psm) _ Zzzl 2111/” + V(r”) —|—]; sz + LkgT In sy +J§k3Tlnsj. (3.3.18)

Toepassen van deze transformatie op de bewegingsvergelijkingen (3.3.12-3.3.15) levert de for-
mulering in reéle tijd:

dr! dri _ pi _ pi.

R (3.3.19)
dp; dpi _dpi 1ds; my Ps1
— —_—— = — — — ) = — / — 2 P . .2
ar " Sdis, —di s 4P VRV Q5,7 (3.3.20)
ds’ . P;,]- < i .
1% dsj _ ) 5ngr veorlsj<m (33.21)
s1 dt dt FS;:’, voor j = m.

Het is duidelijk dat de bewegingsvergelijking voor p’s,]. heel wat ingewikkelder wordt dan in
het geval van slechts één schakel. Vanwege deze gecompliceerde uitdrukkingen is de imple-
mentatie van de reéle bewegingsvergelijkingen in de formulering van Nosé-ketens een in-
gewikkeld werk. Het is dan ook raadzaam om meteen over te gaan op de Nosé-Hooverketens.
Met het oog op de enkelvoudige thermostaten van voorgaande paragraaf, wordt immers een
eenvoudig te implementeren vorm van de bewegingsvergelijkingen verwacht.
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3.3.2 Nosé-Hooverketens

Om, net zoals in het geval van een enkelvoudige thermostaatketen, de bewegingsvergelijkin-

gen voor een meervoudige thermostaatketen (3.3.12-3.3.15) te ontkoppelen, worden de vol-
gende transformaties doorgevoerd — naar analogie met vergelijking (3.2.30):

- — Ins: —) 3.3.22

§j =Ins; = (; s ( )

Toepassen van deze transformatie op de Lagrangiaan van de Nosé—keten, vergelijking (3.3.1),
levert dan de Lagrangiaan van de Nosé-Hooverketen met m schakels:

n =n xm zm a mlrlz ol Q]g2
‘CNHC<T 8", ¢ ) = exp 261 Z > V + Z exp €]+§]+l)> >
i=1 j=
Quéin _ |
+exp(28n) =5 — kT, Z kpT&;. (3.3.23)
~

De veralgemeende impulsen horende bij deze Lagrangiaan worden:
pi = Vi'iJCNHC = exp(ZCl)mii'i, (3.3.24)

en

(3.3.25)

b = 0LNHC { exp(2(¢; +C]‘+1))Qj§j, voorl <j<m;
g T - z

a¢j exp(28m) Qum, voor j = m.

Uit deze Lagrangiaan, en met de definitie van de veralgemeende impulsen, kan dan de bijho-
rende Hamiltoniaan van de Nosé-Hooverketen opgesteld worden:

non oxm o m & 1 m—1 pzl.
e (', p 8" pt) = exp(=281) Yo b+ V() + 1 exp(=2(G+ §i)) 5
= j=1 j
+exp(—28m) pém + LkpT&1 + ZkBTCJ (3.3.26)
j=2

De bewegingsvergelijkingen horende bij deze Hamiltoniaan worden in de virtuele formule-
ring:

drz- 1
5 = Vatane = exp(—2§1)%; (3.3.27)
dpi n

déj  oHnmc _ { exp(—2(¢; +C]+1))%;jf voorl < j <m; (3.3.29)

dt — dpg, exp(—2&m) g’: voor j = m;
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dpzj _ 9Hwnc
L = - az, (3.3.30)
exp(—281) ity 1 +€‘XP( 2(& +Cz)) LkBT =1
= (2 + @))%f o exp(=2(G + @H)) —ksT, 1<j<m
p(-2E1 +E) e p(2) e — kT, =
Voert men nu de volgende transformaties door:
dt’ = exp(—¢)dt, v =r, pi =exp(—¢&)pi; (3.3.31)
I x. A exp(—gj - §j+1)17c3,j/ 1< ] <m, 3.3.32
C] g]r Pg] { exp(_‘:m)p@',mr ]: m, ( D )

dan wordt de behouden grootheid voor deze transformatie teruggevonden. Deze behouden
grootheid is opnieuw geen Hamiltoniaan, en wordt gegeven door:

n

- P m
Hnmc(r", p™, &, pi) 2 ) + Z : 8 + LkpTE) + Y kpTE! (3.3.33)
:1 ] j=2

De bewegingsvergelijkingen (3.3.27-3.3.30) onder deze transformatie leveren dan in reéle tijd:

/

dr! ; !
FT (Cl) = em(—é%)% = %; (3.3.34)
dp; d
a eXP(Cl)a[eXP(—Cl)Pi]
_ _% , dp;
N ar Pita
_ ps1 n
= —exp(—281 —28) =~ 0.7 Vi V(")
p/
= —exp(—&) =2 pl — V V(") (3.3.35)
Q1 ’
dé’ dé;
%5 _ dl
dt/ exp(@'l) t
| exp(&i—2g— 2€j+1)%j, voor 1 < j < m;
a exp (&1 — ZCm)%:, voorj=m
Pri ) .
_ ) ew(G =8 - ,}H)f/’, voor1 < j < m; 6336
exp(&] — ;n)%, voor j = m.

De bewegingsvergelijkingen voor de veralgemeende thermostaatimpulsen p’é dienen opge-
deeld te worden naargelang hun positie in de keten. De bewegingsvergelijkingen voor de
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eerste, de voorlaatste en de laatste schakel verschillen immers van de bewegingsvergelijkingen
van de overige schakels:

dP/,l d

o = ow@E) g [exp(—al—czm]
_ dé dpea
— expl-) |~ S5tp - b+ Ok

2
= exp(_(:Z) [_ eXp(—ZC1 ZCQ)QL —exp(_2€2 25 )pélzgz

n
+exp(—2¢7) Zp— + exp(—2¢; — 2(;‘2)1951
i—1

LkgT
m; Q1 B]

Plg,1 P%,z

5 (3.3.37)

= exp(—&) [Z % — LkBT] —exp(& — & — &)

i=1 M

Voor 1 < j < m — 1 vindt men:

d
g exp(gl)a[exp(—Cj—éjH)Pé,j]

g dZj dpg,j
= exp(¢1—¢j—Cjv1) { q Pei— d]: pej+ ng

= exp(61— & —Gj+1) [— exp(—2¢; — 2CJ+1);S]] (3.3.38)

2

—exp(—zcjﬂ—zcﬁz)’”gg@“ﬂxp( 26y — 25;) el
j+1 Q]

+exp(—2¢; — 2§]+1)pQ§ kBT]
j

pg,j—l

pCJpCJH
Qi1

o (3.3.39)

= exp(f] — ’g]/ - €;+1> [ - kBT] —exp(8] — C}+1 €]+2)

De voorlaatste schakel wordt gegeven door:
dp d
¢m—1
d;l = exp(gl)a [eXP(—Cmfl - (?m)]ﬂg,m—l]

dé. d d _
= exp(¢1—Cm-1—2Cm) [— gcTt 1PC,m—1 jt Pem—1+ Pg;n !

pém—l
Qj

= eXP(Cl —Cm—1— ém) [_ exp(—2§m,1 —2Cm)

pé,m72

— exp(—ZCm)M +exp(—28m—2 —28m—1) O
.

Qm

2
+ exp(—2Eu_1 — 2Em) Pem-1 kBT]

mel
p:;‘z,m72

p:j,mflp:j,m
Qm—Z .

Qum

= exp(81 — &1 — C) [ - kBT] —exp(& — &) (3.3.40)
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Deze voorlaatste schakel kan eveneens bekomen worden door in de algemene formule voor
intermediaire schakels de afwezige thermostaatcoérdinaat ¢}, ,; nul te stellen. Voor de laatste
impuls vindt men ten slotte:

dpl d
Por — exp(e1) S [exp(~En)pen]
dé, dpgm
= exp(Ci —Cm) [—(ipg,m+ Zi ]
pZ
_ eXp(Cl _gm) [— exp(—25m)%
pé,m 1 :

+exp(—28m—1—20m) ~— + exp(—ZCm)pé—’m — kBT]

2
pg’;’,m—l

Qm—l

S (S [ - kBT] , (3.3.41)

hetgeen opnieuw kan bekomen worden door ¢}, ., &;, . en p’g ny1 Dul te stellen. In deze bewe-

gingsvergelijkingen komt duidelijk naar voor dat de propagatie van de impuls van de thermo-
staatschakel j enkel afhangt van de impuls van de voorgaande schakel, en de koppeling tussen
de impulsen van de huidige en volgende thermostaatschakel, indien deze aanwezig is.

De sterkte van de Nosé-Hooverformulering was de ontkoppeling van de bewegingsvergelij-
kingen (3.2.44-3.2.47): de tijdsevolutie van #, p’ en p; zijn voor de enkelvoudige keten niet
langer afhankelijk van ¢’. In de hier gevonden bewegingsvergelijkingen (3.3.34-3.3.41) is dit
duidelijk niet het geval, wegens het optreden van de exponentiéle schaalfactoren. Deze kunnen
echter weggewerkt worden indien onderstaande aannames zouden vervuld zijn:

(i) De tijdsschaal voor de oneven schakels is nagenoeg gelijk, net zoals de tijdsschaal van de
even schakels, zodanig dat de bijhorende thermostaatvariabelen ¢; nagenoeg gelijk zijn;

(ii) De tijdsschaal voor de oneven schakels is aanzienlijk sneller dan de tijdsschaal voor de
even schakels, zodanig dat {11 > o)

(iii) Het totaal aantal schakels is oneven.

In het geval dat deze aannames inderdaad gelden, hervormen de bewegingsvergelijkingen zich
tot de bewegingsvergelijkingen opgesteld door Martyna et al. [30] volgens de niet-Hamiltoni-
aanse uitbreiding van de thermostaatketen (zie Hoofdstuk 3.4):

dr! 4
= %,- (3.3.42)
1
dp/ ;
d’t’} = —rg’frfﬁ =V V("); (3.3.43)
dé’( p/ .
j j
Bl R (3.3.44)
ar — Q

dp/ n /2 p/
6,1 pl 612 /
= E “t — LkpgT| — ==p>; 3.3.45
dt’ [i=1 i g ] Q, Fer ( )
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Figuur 3.6: Variatie van de grootte van de drie thermostaatvariabelen C} doorheen een NV T—simulatie
(bewegingsvergelijkingen (3.3.42-3.3.47)) met een tijdsstap van 0.5 fs en een tijdsconstante van 100 fs,
voor een geisoleerde watermolecule op een temperatuur van 300 K.

d I /2'_ o
cff,’] = [rg 11 _kBT] —~ %’7:11 pi;  voorl<j<m; (3.3.46)
= ]
en
d / 12
Pom _ Penl_por, (3.3.47)

dt'  Qu

In deze bewegingvergelijkingen is de ontkoppeling voor de tijdsevolutie van #, p’ en pé inder-
daad weer compleet, en onafhankelijk van ¢’. Echter, implementatie van de bewegingsvergelij-
kingen (3.3.42-3.3.47) toont aan dat gedurende de simulatie aannames (i)—(ii) niet teruggevon-
den worden, zoals te zien in Figuur 3.6. Deze figuur werd gegenereerd bij een NV T-simulatie
van een geisoleerde watermolecule, met een Nosé-Hooverthermostaatketen van drie schakels,
en toont duidelijk aan dat niet voldaan is aan eis (ii) dat ¢§ > ¢5. Opmerkelijk is wel dat de
variabelen ¢} en {} een nagenoeg gespiegeld gedrag vertonen, hoewel zij niet exact elkaars
tegengestelde zijn. Een verklaring voor dit gedrag werd niet gevonden.

Dit betekent echter niet dat de vergelijkingen (3.3.34-3.3.41) incorrect zouden zijn. Via de par-
titiefunctie werd immers bewezen dat ook deze bewegingsvergelijkingen aanleiding geven tot
de correcte implementatie van de Nosé-Hooverketen. Echter, aangezien de optredende vari-
abelen in deze vergelijkingen nog gekoppeld zijn, wordt de Trotterexpansie bemoeilijkt.

Een eerste oplossing zou zijn om zich te beroepen op een andere codrdinatentransformatie
dan deze voorgesteld in vergelijkingen (3.3.31-3.3.32), zodanig dat de bewegingsvergelijkin-
gen wel ontkoppeld worden. Het bestaan van deze cotrdinatentransformatie is echter niet
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verzekerd. Een tweede optie is de afleiding te starten van de gewenste bewegingsvergelijkin-
gen (geinspireerd door vergelijkingen (3.3.34-3.3.41)), en via een niet-Hamiltoniaanse bewijs
na te gaan of deze bewegingsvergelijkingen inderdaad overeenstemmen met het aanleggen
van een thermostaatketen. Dat is het onderwerp van de volgende paragraaf.

3.4 Niet-Hamiltoniaanse uitbreiding van de keten

In voorgaande paragraaf werd de enkelvoudige thermostaat uitgebreid tot een thermostaatke-
ten via het toevoegen van extra termen aan de Lagrangiaan en Hamiltoniaan. Deze aanpak
leidde echter niet tot de gehoopte ontkoppelde bewegingsvergelijkingen. Een nieuwe werk-
wijze dringt zich op, die gebaseerd is op een uitbreiding van de bewegingsvergelijkingen
zelf. Aangezien echter het bestaan van een Hamiltoniaan bij deze bewegingsvergelijkingen
niet verzekerd is, kan ook het bewijs van de correctheid van het bemonsterd ensemble via de
partitiefunctie zoals toegepast in de vorige paragrafen en in Appendix A niet meer aangewend
worden.

In de tweede paragraaf van deze sectie wordt daarom een alternatief bewijs opgebouwd, ge-
baseerd op het werk van Melchionna et al. [32] en Jellinek et al. [33], dat eveneens verzekert
dat de bekomen bewegingsvergelijkingen inderdaad horen bij het gekozen ensemble. In de
daaropvolgende paragraaf wordt dit toegepast op de voorgestelde bewegingsvergelijkingen
(3.3.42-3.3.47). Gestart wordt echter met een overzicht van de gebruikelijke tijdsafgeleiden,
en een uitbreiding opdat het behoud van waarschijnlijkheid in de faseruimte eenvoudig zou
kunnen uitgedrukt worden.

3.4.1 Overzicht van de verschillende tijdsafgeleiden

Vooraleer over te gaan naar de eigenlijke voldoende voorwaarde opdat de bewegingsverge-
lijkingen het systeem volgens een bepaald ensemble zouden beschrijven, worden hier kort de
verschillende tijdsafgeleiden uitgeklaard aan de hand van de wet van behoud van massa. Deze
uitdrukking zal dan meteen toelaten een wet van behoud van waarschijnlijkheid te formuleren,
die de voldoende voorwaarde op de bewegingsvergelijkingen genereert.

Beschouw hiertoe een rechtshandig Cartesiaans assenstelsel {ey, ey, e; } in (een deelruimte van)
de driedimensionale ruimte R®. Zij verder

v(r,t) = u(r,t)ex +v(r,t)e, +w(r, t)e; (3.4.1)

het veld der snelheidsvectoren, eveneens gedefinieerd op diezelfde deelruimte.

Beschouw nu een scalaire grootheid p(r,t), die zowel expliciet van de positie als de tijd kan

afhangen. Indien men geinteresseerd zou zijn in hoe deze grootheid zich gedraagt als functie

van de tijd in een zeker punt, dient men de partiéle tijdsafgeleide te evalueren in dit punt:
dp(r,t) .. p(rt+At)—p(rt)

TR At ' (342)

Deze partiéle afgeleide bepaalt dus enkel de lokale verandering van een grootheid, onathanke-
lijk van het snelheidsveld in de beschouwde ruimte. Dit stemt overeen met het beschouwen
van de tijdsevolutie in het groene punt in Figuur 3.7.

Vaak is men echter niet zozeer geinteresseerd in hoe de grootheid evolueert in een zeker punt,
maar wel de verandering van deze grootheid langsheen het traject van een zeker volume dr
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Figuur 3.7: Indicatie van de drie tijdsafgeleiden besproken in de tekst. De partiéle tijdsafgeleide ot
stemt overeen met de lokale verandering (groen), de totale tijdsafgeleide dt met de verandering in een
meebewegend volume (blauw), en de tijdsafgeleide Dt met de verandering in een meebewegende massa
(rood).

rond het punt P(r) — in Figuur 3.7 in het blauw aangeduid. Als dit volume zich op een tijdstip
t in het punt P(r) bevindt, dan zal het na een infinitesimale tijd At bewogen hebben over

Ar =o(r, t)At, (3.4.3)

en zich in het punt P’ (r 4+ Ar) bevinden.

Indien men dus wenst te weten hoe de grootheid p verandert langsheen dit traject, dient men
rekening te houden dat het volume, dat eerst gecentreerd was in P(r), zich nu in P(r + Ar)
bevindt. Dit leidt dan tot de definitie van de totale tijdsafgeleide — in de continuiimdynamica
ook de substantiéle of materiaalafgeleide genoemd [34]:

do(r,t) lim p(r+o(r, t)At,t + At) —p(r, t)
dt a0 At '

(3.4.4)

Toepassen van de kettingregel op de uitdrukking hierboven toont meteen aan dat deze totale
afgeleide gerelateerd is aan de partiéle afgeleide en het vectorveld der snelheden:

do 9dp
G- T? Vo. (3.4.5)
De continuiteitsvergelijking voor massa — zoals eerst gestipuleerd door Lavoisier — luidt met
behulp van deze totale afgeleide [35]:

% +poV -0 =0. (3.4.6)
De eerste term in deze behoudswet is de gekende tijdsafgeleide, waarbij de tijdsevolutie be-
schouwd wordt van een volume-element dat langsheen het traject van een deeltje beweegt.
De tweede term is verbonden met de samendrukbaarheid van het medium: het beschrijft de
nettostroom doorheen het randoppervlak van het beschouwd volume. Beschouw immers een
zeker volume V, dan geldt er dankzij de wet van Gauss:

/ V - odr = 7{ v-nsds, (3.47)
14 °1%
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waarbij ng de uitwaartse normaal op het oppervlakte—element dS voorstelt, en dV de rand van
het volume V is. Dit betekent dus dat v - ng de component van de snelheid is die uitwaarts
gericht is op de rand van het volume, en bijgevolg dat pV - v de hoeveelheid massa voorstelt
die ontsnapt uit het beschouwd volume-element. In het geval dat het medium niet samen-
drukbaar is — en er dus geen massa doorheen de randen van het beschouwd volume—element
kan bewegen — herleidt de continuiteitswet (3.4.6) zich tot de behoudswet voor massa:

do _
=0 (3.4.8)

Door het uitschrijven van de totale tijdsafgeleide in de algemene vergelijking (3.4.6), krijgt de
continuiteitswet voor de massa zijn vertrouwde vorm:

Voor verder gebruik wordt hier een derde tijdsafgeleide D gedefinieerd via zijn inwerkingen
op een scalaire functie p:
Dp(r,t) _ dp

_ _ 9
S = TvVetpVio= 04V (0v). (34.10)

De continuiteitswet voor massa wordt dan getransformeerd tot zijn meest eenvoudige vorm:

@ =0. (3.4.11)
Dt
Uit deze behoudswet volgt meteen ook de fysische betekenis van deze afgeleide: daar waar
de totale afgeleide d de tijdsevolutie weergeeft langsheen het traject van een volume—element,
definieert D de tijdsevolutie langsheen het traject van een massa—element. Het uitzetten of
inkrimpen van dit massa—element reflecteert dan het enige verschil tussen beide tijdsafgelei-
den. De tijdsafgeleide D beschouwt dus de verandering in het rode volume van Figuur 3.7,
waarvan de vorm en grootte bepaald zijn door de uitzetting van het beschouwde massa—
element.

3.4.2 Voldoende voorwaarde voor bewegingsvergelijkingen

Deze nieuw geintroduceerde tijdsafgeleide kan nu heel handig aangewend worden voor het
uitdrukken van het behoud van waarschijnlijkheid. Zij daarvoor y = (g™, p™Vr) de 2N —dimen-
sionale vector die de veralgemeende codrdinaten g; en de veralgemeende impulsen p; bevat.
Zij bovendien f(,t) de waarschijnlijkheidsdistributie, waarbij f(#, t)dy de kans uitdrukt dat
een deeltje zich op een tijdstip t in een volume d# rond # in de faseruimte bevindt.

Aangezien de beschouwde molecule zich ergens in de toegankelijke faseruimte dient te bevin-
den, dient de tijdsafgeleide D van deze distributie dus nul te zijn: indien deze afgeleide ver-
schilt van nul, zou dit erop wijzen dat een deeltje plots meer kans heeft om zich op het gegeven
deterministisch traject te bevinden (positieve tijdsafgeleide), of net minder kans (negatieve
tijdsafgeleide). Beide zijn in tegenspraak met de fundamentele onderstelling dat er geen cre-
atie of annihilatie van waarschijnlijkheid kan optreden. Samen met de normalisatie van deze
distributie vormt dit de voldoende voorwaarde opdat f een distributie zou zijn:

Df(n,t) _ ‘ _
=Y —oen /r F(y,)dT = 1,4, (34.12)
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waarbij I de volledige faseruimte voorstelt.

De hierboven optredende tijdsafgeleide kan nu verder uitgewerkt worden. Immers, met invoe-
ring van de Liouville-operator uit vergelijking (2.2.32), gegeven door

N
d L0 0
+Zpla

il = =(4—
st 34, = op oq

S

.0
= 3.4.13
wordt het behoud van waarschijnlijkheid herschreven tot:

D 3
];J: ?9{ + Yy (f1) = af+fvﬂ 1+ Vyf = f+qu i+ilf = 0. (3.4.14)

Bemerk de gelijkenis tussen deze uitdrukking en de continiteitswet voor de massa, uitgedrukt
in vergelijking (3.4.10). In het geval dat de bewegingsvergelijkingen afgeleid zijn via het Hamil-
tonformalisme, kunnen deze vergelijkingen in de matrixnotatie (2.2.17) geschreven worden:

. 0 1
1=oV,H met ® = [ 10 } . (3.4.15)
In dit geval geldt er:
) prf .
Y, =V, oV,H = [ Vo Vo } g, |0 (3.4.16)
q

In het geval dat de bewegingsvergelijkingen afgeleid zijn van een Hamiltoniaan, herschrijft het
behoud van waarschijnlijkheid zich dus tot:

Df _of of
= =5t iLf=0s o= = = —ilf. (3.4.17)

Deze voldoende voorwaarde kon in de voorgaande paragrafen dus eveneens gebruikt worden
om de correctheid van de voorgestelde Hamiltoniaan te testen. Aangezien in dat geval de
distributiefunctie gegeven wordt door

@, pNr) ocexp (—pH (g™, p™r) ) met p = le (3.4.18)

en de actie van de Liouville-operator met behulp van de haakjes van Poisson kan uitgedrukt
worden als

L={, H} (3.4.19)
vindt men eenvoudig
—ilf = —i{f,H} x —i{exp (—BH),H} =0, (3.4.20)

en dit vermits de Hamiltoniaan commuteert met elke functie van zichzelf. Aangezien verder f
niet expliciet van de tijd afhangt, is dus aangetoond dat voor het geval dat de bewegingsverge-
lijkingen afgeleid zijn van een Hamiltoniaan, voldaan is aan het behoud van waarschijnlijkheid
uit vergelijking (3.4.17):

Df _of
= =5 il.f =o0. (3.4.21)
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In de huidige situatie is er echter meer interesse voor het geval dat er geen gekende Hamilto-
niaan voor handen is. Het behoud van waarschijnlijkheid blijft dan gegeven door vergelijking
(3.4.14), die zich nog herschrijft tot:

Df of .. . df . daf .
ﬁ_§+ZLf+fv'7 n—a+fv,, 11—0@5— fVy 1. (3.4.22)
Het rechterlid van deze uitdrukking hangt sterk samen met de Jacobiaan | die optreedt bij de

tijdspropagatie van het systeem doorheen de faseruimte van het punt # (op tijdstip 0) naar #;
(op tijdstip t) [36] en gedefinieerd wordt als
aI]t
i) = ——. 3.4.23

JGsm) =3, (3.4.23)
Deze Jacobiaan is eveneens de determinant van de Jacobi-matrix M die reeds vroeger in verge-
lijking (2.2.19) ingevoerd werd, en kan fysisch geinterpreteerd worden als de factor waarmee
het volume dat het systeem inneemt in de faseruimte schaalt:

dye = ] (115 170) drpo. (3.4.24)

Indien nu de totale tijdsafgeleide van de Jacobiaan beschouwd wordt, bekomt men na enig
niet-triviaal rekenwerk [37]:

W = J(n:10)Vy - 7= J(ne;1m0)x (1t £), (34.25)

waarbij de samendrukbaarheid van de faseruimte gedefinieerd wordt als het eerder gevonden
rechterlid:

k(ye,t) = Vy - 1. (3.4.26)

Deze samendrukbaarheid verdwijnt dus voor een Hamiltoniaans systeem, zoals aangetoond in
vergelijking (3.4.16).

Zij 1j(n) een set bewegingsvergelijkingen waarvan men wenst aan te tonen dat zij leidt tot
een correcte bemonstering van een ensemble gekarakteriseerd door een uitgebreide distribu-
tiefunctie f. Onderstel bovendien dat deze distributiefunctie geschreven kan worden als

@, pN) o< exp (~BHr (g™, p) ), met / F(q™r, pRr)dgNrdp™r =1, (3:4.27)
r

en met {7 een niet-behouden energetische grootheid, waarvan aangenomen wordt dat ze niet
expliciet van de tijd athangt. Deze vorm van de distributiefunctie komt bijvoorbeeld terug in
het NVT-en NPT-ensemble (maar niet in het NV E- of NPH—-ensemble).

Van de energetische grootheid 1 kan, met behulp van de bewegingsvergelijkingen, haar totale
tijdsafgeleide bepaald worden:

dH oH o . Y

dHr _ T ity = il Ay = i VA (3.4.28)
dt ot

De totale afgeleide naar de tijd van vergelijking (3.4.27) levert dan, gecombineerd met vergelij-

kingen (3.4.22,3.4.28), dat de grootheid Hr en de vooropgestelde set bewegingsvergelijkingen

#(n7) moeten voldoen aan:
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d d#H . y
d{ = —,BthT = kBTV,, = V”’HT. (3.4.29)

Van zodra de vooropgestelde grootheid Hr en de vooropgestelde set bewegingsvergelijkingen
7(n7) voldoen aan deze relatie — ongeacht of de bewegingsvergelijkingen afgeleid zijn van een
Hamiltoniaan, is bewezen dat de bewegingsvergelijkingen de faseruimte bemonsteren volgens
de distributie f gegeven door vergelijking (3.4.27). Door identificatie van de bekomen distribu-
tie met gekende distributies, volgt het ensemble volgens dewelke de faseruimte bemonsterd
wordt.

In deze afleiding werd impliciet ondersteld dat de faseruimte kan geidentificeerd worden met
R?Nr. De variéteit waarbinnen de faseruimte gedefinieerd is, is dan vlak, waardoor de metriek
/8 een constante is. Zoals echter aangebracht werd door Tuckerman et al., geldt deze voor-
waarde niet meer voor een algemene, niet noodzakelijke vlakke variéteit. In dat geval dient de
linkervoorwaarde van vergelijking (3.4.12) vervangen te worden door [38]:

D(/];\t/g) _ a(fa\t/g) V- (fR)) = . (3.4.30)

Het is gemakkelijk in te zien dat deze vergelijking zich vereenvoudigt tot vergelijking (3.4.12) in
het geval dat /g een constante metriek is. Zolang de bewegingsvergelijkingen uitgedrukt wor-
den in codrdinaatsystemen waarbinnen , /g constant is — wat in dit werk altijd zo is - zijn beide
voorwaarden equivalent. In de volgende paragraaf wordt het gebruik van vergelijking (3.4.29)
geillustreerd met de kanonische bemonstering van de faseruimte volgens de bewegingsverge-
lijkingen van Martyna et al. [30].

3.4.3 Bewegingsvergelijkingen voor het kanonisch ensemble

Gebaseerd op voorgaand bewijs voor de correctheid van niet-Hamiltoniaanse bewegingsver-
gelijkingen, kan de correctheid van de door Martyna et al. vooropgestelde set bewegingsverge-
lijkingen voor een systeem gekoppeld aan een thermostaatketen met m schakels geverifieerd
worden [30]:

j:g - :1{." (3.4.31)
(31]?; = —%’fi’i -V V") (3.4.32)
(:g - ;g;j" (3.4.33)
d;atg/,l _ [; ’:: _ LkBT] _ pQé';pg,l,- (3.4.34)
dj t%ff _ []gz,:l ~ kBT] - ’g:llp’g,j voor1 < j < m; (3.4.35)
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en

dpé,m _ p/é‘z,m—l
dt’ Qm—l

Deze bewegingsvergelijkingen worden aangevuld met de energetische grootheid

— kgT. (3.4.36)

n 2 m
7:[T(1’m/ Pm, é:/ml p/gm) — Z Zpr;l + V(r/n) + Z pif]‘, (3_4.37)
i=1 ! j

die van de behouden energetische grootheid uit vergelijking (3.3.33) verschilt door de afwezig-
heid van de potentiéle energietermen geassocieerd met de thermostaatketen.

Het bewijs dat deze bewegingsvergelijkingen en energetische grootheid inderdaad het kano-
nisch ensemble correct bemonsteren, valt uiteen in twee delen. Enerzijds dient geverifieerd
te worden dat voldaan is aan vergelijking (3.4.29), en zodoende de bewegingsvergelijkingen
inderdaad aanleiding geven tot de grootheid Hr zoals hier gepostuleerd. Anderzijds dient
nagegaan te worden of de distributiefunctie horend bij deze grootheid de kanonische distribu-
tie in de originele codrdinaten voorstelt.

Met behulp van de bewegingsvergelijkingen (3.4.31-3.4.36) wordt het linkerlid van vergelijking
(3.4.29):

dr!
Vr; . d—ti =0; (3.4.38)
dp, Pea
9 dg;
ai(:}@ =0; (3.4.40)
o dpz;  Pein .
. dr = — 0t voor1l < j < m; (3.4.41)
&j ]
en
o dpg,,
T T (3.4.42)

Optellen van deze resultaten, voor i lopend van 1 tot en met het aantal atomen n en voor j
lopend van 1 tot en met het aantal schakels m levert dan als linkerlid:
P " P
kpTV, -7 = —3nkgT- 22 —kpTY £,
Ql =2 Q]

(3.4.43)
Anderzijds komt er voor het rechterlid van vergelijking (3.4.29), gebruikmakende van vergelij-
king (3.4.37):

dr!

5 _ P .
T V,,I{HT = - V,,I{V, (3.4.44)

i
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dp; S|P : P Par? v .
d¢: o7
de ag/.T =0; (3.4.46)
]
dpey ofly  Pra [ & p? pE1 P
g1rodmr _ Fgl Pi 1 Peo
= — LkpT| — S22 Le2, 3.4.47
dt" apr; O ZZ: m; g Q1 Q2 ( )
dp/ a,}:l p/ . pIZ p/Z' p/ .
GO _ Te | Peil | DG TG o0t << mg 3.4.48
dr’ Bpé,j Qi | Qi1 Qi Qi J ( :
en
dpe, 0fr  Pewm | PP
bm ONLT _ Fom | Pem=1l g7l 3.4.49
dt’ ap%,m Qm Qm—l P ( )
Optellen levert dan het rechterlid:
Per " Pt
ij- VyHr = —LkgT—== —kgT ) =2 (3.4.50)

Q1

Identificatie van vergelijking (3.4.43) met (3.4.50) levert dan dat de voorwaarde (3.4.29) voldaan
is als en slechts dan als L = 3n = Ny, waarbij N het aantal vrijheidsgraden is van het
n-deeltjessysteem in het geval er geen extra behouden grootheden zijn. Indien er behouden
grootheden zijn, kan er — zoals aangehaald in Hoofdstuk 2 — een transformatie gevonden wor-
den zodanig dat de faseruimte opgespannen wordt door 7 vectoren, waarbij Ny = 31 nu het
aantal vrijheidsgraden is van het systeem met extra behouden grootheden, en dus Ny < 3n.
Deze conclusie is in overeenstemming met de voorwaarde uit vergelijking (3.2.13), en toont
aan dat in desbetreffend geval de bewegingsvergelijkingen (3.4.31-3.4.36) horen bij de groot-
heid (3.4.37) en de bijhorende waarschijnlijkheidsdistributie

n

y 2

Hr pr V(") P
n m m m _ — _ 1 _ o ) 4. 1
f@"p™", ¢, pE") < exp [ kBT] exp [ 1; kgT ~ ksT ]Z; 265TQ, (3.4.51)

Dit vervolledigt de eerste stap van het bewijs dat de bewegingsvergelijkingen inderdaad de
originele faseruimte bemonsteren volgens de distributie

f( / dg™ / dpg" f(r'", p™, ™, pE"). (3.4.52)

Hierbij dient nu nog aangetoond te worden dat vergelijking (3.4.52) inderdaad de waarschijn-
lijkheidsverdeling is horend bij de kanonische distributie. Merk hierbij op dat het rechterlid
van vergelijking (3.4.51) kan gesplitst worden in drie factoren. Hierdoor kan de integratie hier-
boven eenvoudig uitgevoerd worden, en levert:

n 2 m
m _.m _ pi _ V(T’ )
f(@",p )oceXp[ gszTmi kT ] (3.4.53)

waarbij de evenredigheidsconstante uniek bepaald is door normalisatie. Aangezien deze ver-
deling inderdaad overeenstemt met de kanonische waarschijnlijkheidsverdeling voor de origi-
nele codrdinaten, is hierbij aangetoond dat de bewegingsvergelijkingen (3.4.31-3.4.36) de fase-
ruimte correct bemonsteren in het kanonisch ensemble.




HOOFDSTUK 3. HET KANONISCH ENSEMBLE 50

3.5 Implementatie

Opdat de bewegingsvergelijkingen van Martyna succesvol geimplementeerd kunnen worden,
zijn twee voorwaarden primordiaal. Vooreerst dient de initiéle waarde van de systeemvari-
abelen correct gekozen te worden, hetgeen in de volgende paragraaf aan bod komt. Verder is
het eveneens belangrijk om deze bewegingsvergelijkingen correct te discretiseren, hetgeen het
onderwerp is van de tweede paragraaf. Het laatste deel van deze sectie is voorbehouden voor
de behouden grootheden van Hoofdstuk 2.3.

3.5.1 Initiéle grootheden

Voor de eigenlijke systeemcoordinaten is het eenvoudig initiéle waarden toe te kennen: de
ruimtelijke codrdinaten kunnen vrij gekozen worden zolang ze niet leiden tot overlappende of
extreem gesepareerde atomen. In praktijk wordt hiervoor meestal de evenwichtsconfiguratie,
gevonden na optimalisatie, gebruikt, aangezien de potenti€le energie dan minimaal is. De
grootte van de bijhorende impulsen kunnen gekozen worden uit de Maxwell-Boltzmannver-
deling bij de opgegeven temperatuur T (zie ook Appendix B) [39]:

302 2 i
no__ L / B i
f(pl) - 47T (anlkBT> pl eXp < ZmlkBT> . (351)

Voor een systeem dat start in zijn evenwichtsconfiguratie is het echter beter de impulsen te
kiezen volgens de Maxwell-Boltzmannverdeling bij een temperatuur 2T, aangezien de poten-
tiéle energie in die configuratie minimaal is. Wanneer tijdens de simulatie de initiéle kinetische
energie gedeeltelijk overgedragen wordt naar potenti€le energie (ongeveer de helft, gebaseerd
op het equipartitiebeginsel), betekent dit dus dat de initiéle impulsen sneller zullen converge-
ren naar de correcte temperatuur T.

De richting van deze impuls kan opnieuw vrij gekozen worden, waarbij algemeen een isotrope
verdeling nagestreefd wordt. Dit betekent dat de ruimtehoek (6', ¢’) van deze deeltjes zo dient
gegenereerd te worden dat elke ruimtehoek even waarschijnlijk is. Aangezien het gewicht w
van de ruimtehoek tussen (6', ¢’) en (6’ 4+ d€’, ¢’ + d¢’) zelf afhankelijk is van 6 en ¢

w(0',¢") = |sin0'd0’d¢’| = |dcost'd¢’|, (3.5.2)
betekent dit dus dat ¢’ uniform gekozen dient te worden tussen 0 en 271, waar 6’ bepaald is
door cos 6 uniform te kiezen in [—1, 1].

Voor de verdeling van de thermostaatvariabelen kan teruggegrepen worden naar de geéxten-

deerde waarschijnlijkheidsdistributie uit vergelijking (3.4.51):

n 2 m m /2.
mom xim _Im _ pi _V(T )_ P§,]
f@",p", ", pi )°<e><p[ EZmikBT T ]; 20T | (3.5.3)

De initiéle waarde van de variabelen (j} is dus willekeurig. Immers, zij komen niet voor in
bovenstaande waarschijnlijkheidsverdeling, en zijn evenmin van belang in de integratie van
de overige variabelen aangezien de bewegingsvergelijkingen (3.4.31-3.4.36) ontkoppeld zijn.

De verdeling van de thermostaatimpulsen p%,j kan bepaald worden op basis van zijn statisti-
sche momenta. Steunend op vergelijking (3.5.3) vindt men:

00 P’zl'
ffoo dpf;,jplg,j exp [_ ZQﬁchT]

) P’z/-
% dp/@’,j exp {_ ZQ;;(]BT]

(pej) = =0, (3.5.4)
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en dit aangezien het integrandum in de teller antisymmetrisch is, en geintegreerd wordt tussen
symmetrische grenzen. Verder geldt er:

o P,rz/'
2) Jo AP pE exp [_ZkaJBT}
P[j,] B 00 dv’ . pifz,f

s Pej®XP | ~2Qk,sT

[ dxx?exp(—x?)

ffooodxexp(—xz)
J5 xdexp(—x?)]
% dxexp(—x2)
— QiksT. (3.5.5)

= 2QiksT

= —QiksT

De variabele P/g,j dient dus gekozen te worden volgens een Gaussische verdeling met gemid-
delde 0 en standaardafwijking 0; = |/Q,ksT.

3.5.2 Trotterexpansie
Vermits de Trotterexpansie verzekert dat de gediscretiseerde bewegingsvergelijkingen sym-

plectisch zijn, zoals besproken in paragraaf 2.2.3, ligt het voor de hand deze werkwijze hier
ook te volgen. De Liouville-operator is hier gegeven als:

.o . L L "o d Ui )
i=1 i=1 j=1 joj=1 Pz

Gebruikmakende van de bewegingsvergelijkingen (3.4.31-3.4.36) herschrijft deze operator zich
tot:

" 3 " F ¢ -, 0
ilnue = ) v} Vy + Y. gz Vi — Zv/é,lv; -V + Y v/é‘,]'aT:/
i=1 =1 j

i=1 i=1""

+i f:m-z/2 LkgT o — V%0 9
Q1 |= B2 9o ’ ¢2%¢1 av’gll
e

Lol R
+ ) 5 |Qi19E 1 —ksT — ) UgjrVein
= Q = Vg
+ L [Qm 0 kBT] (3.5.7)
Qn et 3oL,
Hierbij werd de gebruikelijke notatie aangenomen [40]:
/ !/
) _ Pi o ,_Pe
0; = Eli, E = VriV, ng]. = E] (358)
Hergroeperen levert dan de Liouville-operator
n , n P n a
Zvi-vr+ o Vi — 2 511’ V/+Zv§]a€,
i=1 i=1 1 i=1

+ 2 [ Z’cﬂ’cm} 3or . T Cmagr— (3.5.9)
/]



HOOFDSTUK 3. HET KANONISCH ENSEMBLE 52

waarbij
1 n
G = — m;v/* — LkgT (3.5.10)
Q| =
en
1 n :
=5 Qj10f ~ksT|,  voorl<j<m, (3.5.11)
J

grootheden zijn die niet afhangen van de bijhorende thermostaatsnelheid vé,' — dit zal van
belang zijn later, wanneer nagegaan wordt hoe de inwerking van de Liouville-propagator een
scalaire functie updatet.

Uit deze hergroepering volgt duidelijk dat de Liouville—operator in drie bijdragen kan opge-
deeld worden,

il,=Y v -V, il, =Y =V, (3.5.12)
i=1 1 i—1 Mi 1
en
= : vl{ /‘ ] /‘ ,‘+ m 4 b
= gAY = Cjag; = Cj7e] avé,]- a”/g,m
zodanig dat
ilnpac =il +iLly +ilc. (3.5.14)

Net als bij de Trotterexpansie uit vergelijking (2.2.39), is de propagator exp(il.yyct) niet een-
voudig te schrijven als een exact product van deze drie deeloperatoren. Een veralgemening
van de Trotteridentiteit [19] verzekert echter dat:

A . At . At A
exp (iLnucAt) = exp <iLC2> exp <iL02> exp (iL,At)
. At . At
X exp (iLUZ> exp (iLC2> + O(AP). (3.5.15)
De binnenste drie factoren in deze expansie zijn reeds gekend, en komen overeen met de tijds-
propagatie van het initiéle systeem in het microkanonisch ensemble, zoals ook afgeleid in ver-
gelijking (2.2.43), met I:q =L, en L, = L,. Hun inwerking op een gegeven functie werd reeds

behandeld in dit microkanonisch ensemble; er rest dus nog na te gaan hoe de propagatoren
van de thermostaatketen, exp(iﬁcAt/ 2), inwerken op een functie:

At d At
exp (zLC2> = exp (Gmavf;4>

3 At
Gm ) . (3.5.16)
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In deze afleiding is gebruikgemaakt van het feit dat de factoren bevat in de vierde lijn hierboven
commuteren, en dat de exponentiéle van de som van beide operatoren dus het product van de
exponentiélen van beide operatoren wordt. Op de posities aangeduid met het beletselteken
dienen de overige m — 2 propagatoren geplaatst te worden: de eerste maal in volgorde van
dalende index, de tweede maal in stijgende volgorde. De dalende volgorde in de eerste stap is
slechts een conventie, de tweede maal dient echter de omgekeerde volgorde gerespecteerd te
worden.

Nu kan de tweede (en dus ook de voorlaatste) lijn via het Trotterformalisme nog geéxpandeerd
worden tot:

s At 0 At
o (15) - eofers. )
é,m
X |exp | =0k, 0" _ 9 A
p ¢m—1 C,mavélm_l 8

xexp [ G _ 9 At exp | —vk, v _ 9 At
P m—lavém_1 4 p &m—1 §,maU%,m_l 8

X...
! At i Jd At
Xexp | — v/,lv{-V<> exp< z//-)
(i_zléz ) ];r;’fag}z

X...

At 3 At
X [exp —Uglmilvélmwg exp GmilWZ
m— m—

R Y
X eXp —Uélm_lvér,mwg
JMm—

Jd At
X exp Gm> . (3.5.17)
< av%/m 4

Het inwerken van de ketenpropagator is dus volledig gedefinieerd via de inwerking van de
verschillende factoren aanwezig in bovenstaande expansie. Deze verschillende factoren kun-
nen in twee categorieén opgedeeld worden. Enerzijds zijn er de factoren

exp (aaax) , (3.5.18)

waarbij de coéfficiént a niet athangt van x. Zoals afgeleid in de Trotterexpansie van het micro-
kanonisch ensemble, correspondeert deze factor met een translatie van de coordinaat x over de
constante a:

exp (aaax) f(x) = f(x+a). (3.5.19)

Alle factoren die de coéfficiénten G; bevatten, alsook de factor met de afgeleide naar 5} vallen
onder deze categorie. G; werd immers in vergelijking (3.5.11) gedefinieerd als onafhankelijk
van de bijhorende vy, ..

De tweede categorie bevat de factoren

0
exp (tzxax> , (3.5.20)
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Algoritme 3.1. Kanonisch Liouville-integratieschema
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opnieuw met a onafhankelijk van x. Hervormen van deze uitdrukking levert meteen het resul-
taat indien deze factor inwerkt op een functie f:

exp (axaax) flx) = exp (aalix) f [exp(Inx)]
= flexp(Inx+a)] = flxexp(a)]. (3.5.21)

De factoren die de term vé jflv’é j bevatten, alsook de termen met vlf . Vvlg vallen onder deze
klasse.

Met behulp van deze twee categorieén kan de inwerking van vergelijking (3.5.17), en dus ook
de volledige uitdrukking (3.5.15) verduidelijkt worden. Dit leidt tot het integratieschema van
Algoritme 3.1. De beletseltekens hebben hier opnieuw dezelfde betekenis als hierboven. Be-
merk dat de lijnen 20 tot en met 25 in dit algoritme overeenstemmen met de gekende update-
vergelijkingen uit het microkanonisch ensemble, en identiek zijn aan de Algoritmes 2.1 en 2.2.

Een typische implementatie van de NV T-bewegingsvergelijkingen gebaseerd op een thermo-
staatketen zal dus bestaan uit drie delen: in het eerste en derde deel, respectievelijk lijnen 1-18
en 27-44 (die identiek zijn), wordt de invloed van de thermostaatschakels geimplementeerd,
terwijl in het tweede deel, lijnen 20-25, de gebruikelijke plaats— en impulscodrdinaten getip-
datet worden volgens het microkanonisch ensemble.

De invloed van de thermostaatschakels kan nogmaals in drie opeenvolgende stappen opge-
deeld worden: een eerste stap behandelt de eerste helft van de integratie van de thermostaatim-
pulsen in volgorde van aflopende index (lijnen 1-7), een tweede stap updatet de thermostaat-
coordinaten en de gebruikelijke impulsen (lijnen 8-11), en een derde stap herhaalt de eerste
stap in volgorde van oplopende index (lijnen 12-18).

3.5.3 Behouden grootheden

In paragraaf 2.3 werd afgeleid dat de massamiddelpuntssnelheid, respectievelijk het totaal im-
pulsmoment behouden is indien de totale uitwendige kracht, respectievelijk het totaal uitwen-
dig krachtmoment nul was. Hierbij werd gebruikgemaakt dat de veralgemeende codrdinaten
en zijn impulsen voldoen aan de wetten van Hamilton. Echter, aangezien de bewegingsverge-
lijkingen (3.4.31-3.4.36) niet-Hamiltoniaans zijn, voldoen zij niet aan deze wetten, en zijn de
conclusies van paragraaf 2.3 niet a priori geldig. In het bijzonder toonden Cho et al. aan dat de
totale virtuele impuls van een thermostaat nul dient te zijn opdat het correcte NV T—ensemble
bemonsterd zou worden, hetgeen niet vervuld kan zijn met een enkelvoudige thermostaat [41].
Voor een meervoudige thermostaatketen is in de literatuur aangetoond dat deze voorwaarde
kan versoepeld worden [42].

De uitdrukking voor de tijdsafgeleide van de massamiddelpuntsimpuls levert:

dpem d -
dr a;f”i
n

/ n
S A MY
1 =1 i=1

pl
= Fo— -yl (3.5.22)
Q1
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Ten opzichte van vergelijking (2.3.4) voor het microkanonisch ensemble treedt er hier dus een
extra term op, geassocieerd aan de koppeling van de thermostaatketen met de massamid-
delpuntsimpuls van het origineel systeem. Echter, indien de massamiddelpuntsimpuls ori-
gineel op nul gesteld wordt, en er geen externe krachten inwerken op het systeem, is deze
grootheid behouden.

Een analoge redenering voor het totaal impulsmoment geeft:

dr’ ndr, &, dp!
- — Z — X p _|_ Zr. X _ri
dt = dt ! = EUodt
n / / n n
Pi / p§,1 / / / m
= xpi— =220V vixpi— )Y rix V. V(r
Y 2y = T Lot pi= L X I )
Peq
My — 21 (3.5.23)
Q1

Ook hier treedt er een extra term op ten opzichte van vergelijking (2.3.6). Echter, als in de
initiéle stap het totaal impulsmoment nul gekozen wordt via de keuze van een geschikt refe-
rentiestelsel, en er gedurende de simulatie geen uitwendige krachtmomenten aanwezig zijn, is
het totaal impulsmoment behouden gedurende de volledige simulatie.

Indien op een gegeven moment gedurende de simulatie een theoretisch behouden grootheid
fluctueert, is dit volledig te wijten aan de fouten geintroduceerd via de eindige tijdsstap ge-
bruikt in de implementatie — immers, het behoud van deze behouden grootheid is af te leiden
op basis van de gestipuleerde bewegingsvergelijkingen. Om deze fout weg te filteren, kan er-
voor gekozen worden het impulsmoment en de massamiddelpuntssnelheid in de loop van de
simulatie handmatig terug nul te stellen. Dit is echter een onfysische stap, waardoor het ge-
bruik ervan af te raden is, tenzij er grote numerieke fouten verwacht worden — hetzij door een
grote Verlettijdsstap, hetzij door een lange simulatieduur.

De hierboven besproken renormalisatiestap mag geen gevolgen hebben voor de totale kineti-
sche energie, en dus enkel leiden tot een herverdeling van deze kinetische energie. De kineti-
sche energie die — vanwege de numerieke fouten — aan de globale translatie dan wel rotatie kan
toegekend worden, wordt hierbij nul gesteld en overgedragen naar de kinetische energie in de
interne vrijheidsgraden van het systeem. Vooral bij lange simulaties wordt verwacht dat deze
renormalisatiestappen nodig zullen zijn.

Om deze beweringen te staven, is een 250 ps durende NV T-simulatie van een geisoleerde
watermolecule op 300 K uitgevoerd. Hierbij werden drie thermostaatschakels gebruikt, en een
tijdsstap van 0.5 fs.

In het linkerpaneel van Figuur 3.8 zijn de drie componenten van de massamiddelpuntsimpuls
van de geisoleerde watermolecule weergegeven. Hierbij valt op dat de numerieke fout inder-
daad toeneemt naarmate de simulatie vordert. Echter, de impuls bevat in één vrijheidsgraad in
thermisch evenwicht op 300 K bedraagt 3.96 a.e. Zelfs na een simulatieduur van 250 ps blijft de
fout op de massamiddelpuntsimpuls dus een factor 10 kleiner dan de typische impuls bevat
in elk van de vibrationele modes, en is ze dus te verwaarlozen. Bemerk eveneens dat de groene
impulscomponent identiek nul blijft — dit is te wijten aan het feit dat de watermolecule planair
is, en er in deze richting dus geen krachten inwerken op deze molecule. Dit nul zijn van deze
component is een extra verificatie van de correctheid van het algoritme.

In het rechterpaneel van Figuur 3.8 is de bijhorende massamiddelpuntsenergie van de water-
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Figuur 3.8: Links: De drie componenten van de massamiddelpuntsimpuls pcp; van een geisoleerde
watermolecule gedurende een NV T—simulatie op 300 K. De simulatie werd uitgevoerd met een tijdsstap
van 0.5 fs en een tijdsconstante van 100 fs. Rechts: De massamiddelpuntsenergie Ecpy horende bij de
simulatie uit het linkse paneel.

molecule in deze simulatie gegeven, gedefinieerd als

2
_ Pcum
2ot

Ecum (3.5.24)

Ook hier blijkt deze energie toe te nemen doorheen de simulatie, opnieuw te wijten aan nu-
merieke fouten vanwege het eindige computergeheugen. Deze fout is eveneens verwaarloos-
baar na 250 ps, aangezien de gemiddelde energie in een mode die in thermisch evenwicht is
met een warmtebad op 300 K gelijk is aan 3.74 k] /mol — een geruststellende 26 grootteordes
verschil met de numerieke fout op deze waarde. Gebaseerd op deze overwegingen zullen de
komende simulaties dus uitgevoerd worden zonder renormalisatiestappen.



Hoofdstuk 4

Het isobaar-isotherm ensemble

The world is given to me only once, not one existing and one perceived. Subject and object
are only one. The barrier between them cannot be said to have broken down as a result of
recent experience in the physical sciences, for this barrier does not exist.

—Erwin Schrodinger

4.1 Inleiding

In de voorgaande beschouwing van het microkanonisch en kanonisch ensemble werd het to-
taal volume V als een extern opgelegde constante behandeld. Veel interessante fysische eigen-
schappen gaan echter gepaard met een volumeverandering, waardoor de voorgaande ensem-
bles deze transities niet kunnen beschrijven. Hierbij kan onder andere gedacht worden aan de
overgang tussen de large pore en narrow pore configuratie van metaal-organische roosters, zoals
besproken in Hoofdstuk 1.3. Bovendien is het in praktijk eenvoudiger om het volume van het
systeem niet te beperken, maar het experiment uit te voeren bij een gegeven externe druk P.
Deze gewijzigde opgelegde randvoorwaarde herleidt het microkanonisch ensemble tot het iso-
enthalpisch—-isobaar ensemble, en het kanonisch ensemble tot het isobaar-isotherm ensemb]e.
Beide zullen in dit hoofdstuk aan bod komen.

De isobaar—isotherme partitiefunctie werd eerst opgesteld door Guggenheim die, naar analogie
met het kanonisch ensemble, de volgende partitiefunctie voorstelde voor een systeem waar-
voor de externe druk P en de externe temperatuur T opgelegd worden [43]:

H , PV
o= b 40 [ o [ PO [ ]

Ten opzichte van het kanonisch ensemble herbergt deze partitiefunctie de extra veranderlijke
V, die isotrope volumefluctuaties kan beschrijven. Hierbij herschalen de basisvectoren die de
eenheidscel opbouwen dus met dezelfde schaalfactor V!/3 — hier en in de rest van het hoofd-
stuk wordt aangenomen dat de beschouwde structuren driedimensionaal zijn, tenzij expliciet
anders vermeld. Hoewel dit voor gassen en in zekere mate ook voor vloeistoffen voldoende
vrijheid is, legt dit duidelijke beperkingen op voor kristallijne materialen, waarbij anisotrope
vervormingen mogelijkerwijze energetisch gunstiger zijn. Indien de anisotrope volumefluctu-
aties mogelijk zijn, wordt de NPT—partitiefunctie aangepast tot [44]:

Ho(r", p") _ PdetC
L = IS
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Stochastisch Deterministisch
NPT Langevin [45] Martyna-Tobias-Klein
McDonald [46] (paragraaf 4.2)
. volume rescaling [25]
Niet NPT

Berendsen [25]

Figuur 4.1: Overzicht van de meest gebruikte barostaattechnieken vermeld in deze tekst, ingedeeld
volgens hun stochastisch/deterministisch karakter en of ze er al dan niet in slagen het N PT—ensemble
correct te bemonsteren.

waarbij de integratie over de codrdinaten r en p athankelijk is van de celtensor C.

Om dit NPT—ensemble te bemonsteren, is naast de thermostaat uit het voorgaande hoofdstuk
eveneens een techniek noodzakelijk om een externe druk op te leggen aan het systeem. Net
zoals bij het aanleggen van een warmtebad, zijn er ook voor het aanleggen van een barostaat
verschillende technieken voor handen.

Een eerste techniek, die overeenstemt met de zogenaamde wvelocity rescaling voor een thermo-
staat, is de volume rescaling techniek, besproken door Berendsen [25]. In deze techniek wordt het
oorspronkelijk volume V, met bijhorende instantane druk P;, na elke simulatiestap herschaald
tot V/, via

By At
3Tp

V= (1 4 PrAt p p)) v, (4.1.3)
met P de opgelegde druk in het NPT—-ensemble en By de isotherme samendrukbaarheid. Net
zoals bij velocity rescaling bemonstert men via deze techniek niet het echte NPT—-ensemble,
aangezien de fluctuaties op de druk onfysisch zijn. Het deterministisch karakter van de be-
monstering en de eenvoud van implementatie vormen wel belangrijke voordelen.

Deze techniek is een bijzondere vorm van de meer algemene Berendsenbarostaat [25], waar-
bij analoog aan de thermostaat nu de druk exponentieel gedempt wordt. Ook de stochasti-
sche Langevintechniek voor een thermostaat kan gebruikt worden voor het aanleggen van een
barostaat. De thermische wrijvingscoéfficiént -, die voor een thermostaat gekoppeld werd
aan de impuls (en dus de tijdsafgeleide van de codrdinaten), wordt hier een drukbepalende
coéfficient gekoppeld aan de tijdsafgeleide van het volume [45].

Een tweede stochastische techniek, geintroduceerd door McDonald, bestaat uit een Monte—Car-
lobemonstering. Hierbij wordt een volumeverandering voorgesteld, waarbij deze verandering
al dan niet doorgevoerd wordt, afthankelijk van de energiekost ten opzichte van de thermi-
sche energie kgT aanwezig in het systeem. Hoewel deze techniek stochastisch is, is ze zeer
eenvoudig te implementeren.

Het is, net zoals bij het aanleggen van een warmtebad, duidelijk dat het aanleggen van een
barostaat niet triviaal is. Indien men gebruik wil maken van een deterministische techniek die
het ensemble correct bemonstert, dient men opnieuw zijn toevlucht te nemen tot de uitbrei-
ding van de NV E-Lagrangiaan. Deze uitbreiding, voor het eerst besproken door Andersen
[1], werd later door Parrinello en Rahman [47] en Martyna, Tobias en Klein [44] vervolledigd
teneinde ook anisotrope volumeveranderingen toe te laten. Een overzicht van deze en voor-
gaande technieken is weergegeven in Figuur 4.1.
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AV

origineel systeem

Figuur 4.2: Visuele voorstelling van het aanleggen van een barostaat aan het origineel systeem (onder).
Het origineel systeem wordt gekenmerkt door constante N, P, H, maar een variabel volume V — AV.
De barostaatzuiger heeft als functie het laten toe— en afnemen van AV zodat de gemiddelde druk in het
systeem P is, terwijl het globale systeem een constante volume V bezit.

Vooraleer deze barostaattechniek toe te passen op het kanonisch ensemble, om zo het isobaar—
isotherm ensemble te genereren, zal in de volgende paragraaf gestart worden met het toepassen
van deze techniek op het microkanonisch ensemble. Op dergelijke manier wordt het eenvoudi-
gere iso-enthalpisch-isobaar ensemble teruggevonden. Gecombineerd met de thermostaat-
techniek uit voorgaand hoofdstuk worden dan in Hoofdstuk 4.3 de bewegingsvergelijkingen
in het isobaar-isotherm ensemble opgesteld, en bewezen dat ze dit ensemble correct bemon-
steren. Deze bewegingsvergelijkingen worden ten slotte opnieuw gediscretiseerd en geimple-
menteerd, met aandacht voor de behouden grootheden teneinde de correctheid van de imple-
mentatie te verifiéren.

4.2 Het iso-enthalpisch-isobaar ensemble

De overgang van het kanonisch ensemble naar het NPT-ensemble geschiedt door het toevoe-
gen van een factor exp(—pBPV) in de partitiefunctie, leidend tot de NPT—-partitiefunctie uit
vergelijking (4.1.1). Indien eenzelfde transformatie doorgevoerd wordt startend van het micro-
kanonisch ensemble, wordt het NPH- of iso-enthalpisch-isobaar ensemble bekomen. Om
de bespreking van de thermostaat— en barostaattechniek in het NPT—-ensemble gescheiden te
houden, is deze sectie binnen dit hoofdstuk gewijd aan het NPH—ensemble.

Binnen het iso-enthalpisch—isobaar ensemble blijven, naast het deeltjesaantal N, ook de externe
druk P en de enthalpie H = E + PV constant. Vermits bij de uitbreiding van de Lagrangiaan
steeds gestart wordt van de microkanonische Lagrangiaan besproken in Hoofdstuk 2, is het
dus hier eveneens de vraag welke extra termen in de Lagrangiaan aanleiding geven tot de
NPH-bemonstering van het originele systeem, als het geéxtendeerd systeem microkanonisch
bemonsterd wordt.

De visuele voorstelling van dit proces is weergegeven in Figuur 4.2. Hierbij wordt aan het
originele systeem met volume V — AV (donkergrijs) een zuigersysteem gekoppeld, dat zelf een
volume AV (lichtgrijs) ter beschikking heeft. Door de beweging van de zuiger kan het volume
beschikbaar voor het originele systeem gewijzigd worden, zodanig dat de druk uitgeoefend
door dit systeem op de zuiger de extern opgelegde druk tracht te compenseren, en dus een
barostaat aangelegd wordt.
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{r;}!_; constant {si}"_, constant

Figuur 4.3: Invloed van de keuze van de onafhankelijke coordinaten (links absolute codrdinaten, rechts
fractionele codrdinaten) op de beweging van de deeltjes bij fluctuatie van de celtensor C.

Zoals reeds kort aangehaald in de inleiding, kan het vooral voor kristallijne materialen nodig
zijn anisotrope volumefluctuaties toe te laten. Dit betekent dat er, naast het volume V' dat enkel
isotrope volumeveranderingen kan beschrijven, een compleet tensorformalisme noodzakelijk
is ter beschrijving van de eenheidscel en zijn beweging.

Zijn hiervoor a, b en ¢ de vectoren die een eenheidscel van het beschouwde systeem beschrij-
ven. Definieer dan de eenheidsceltensor als

ay by ¢y
C=[a b c|=|a b ¢ |. (4.2.1)
a, b, ¢,

De fluctuaties in de grootte en de vorm van de eenheidscel worden dus beschreven door de
variatie in de elementen van C. De codrdinaten van de atomen in de eenheidscel kunnen dan
beschreven worden met behulp van de fractionele vectoren s;, waarbij elk van de componenten
van deze vectoren bevat is tussen nul en één:

T, = CSi. (4.2.2)

In de eerder besproken microkanonische en kanonische ensembles blijft de eenheidscel, en dus
ook C, ongewijzigd. In dat geval volstaat kennis over de tijdsevolutie van r; om de tijdsevolutie
van s; te kennen, en omgekeerd. Echter, in het geval dat de eenheidscel C kan fluctueren tijdens
de simulatie, dient ook de tijdsevolutie van deze tensor gekend te zijn. Uit deze overwegingen
blijkt dat {{r;}!";,C} en {{s;}";,C} beide goede keuzes zijn als onafhankelijke variabelen
voor de NPH-bewegingsvergelijkingen.

De ogenblikkelijke beweging van de atomen in de eenheidscel is echter wel afhankelijk van
de keuze van de basiscoordinaten. Indien {{r;}? ;,C} als onafhankelijke variabelen gekozen
worden, zullen fluctuaties in C de absolute positie van de atomen (ten opzichte van een vooraf
gedefinieerde, celonafhankelijke oorsprong) niet wijzigen. Uit vergelijking (4.2.2) volgt dan
dat de fractionele posities van de atomen wel wijzigen. Dit is voorgesteld in de linkse pijl van
Figuur 4.3.
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Coérdinaten Auteurs Lagrangiaan M od1'11a1r Correcte
invariant? OnpH?
r,#,C,C — (4.2.4) ja nee
. : Parrinello (4.2.10),
5658 Rahman [47] (4.2.16) nee nee
. . Wentzco- .
7,9, N,N vitch [48] (4.2.60) ja ]a’f
rihV, Pe Martyr.la, Tobias 1.\Tiet—' ja ia
Klein [44] Hamiltoniaans

Figuur 4.4: Overzicht van de verschillende bewegingsvergelijkingen en hun belangrijkste eigenschap-
pen, zoals vermeld in deze sectie. T Indien beschouwd vanuit het massamiddelpunt, en mits aanwezigheid
van externe krachten.

Omgekeerd, indien {{si}?zl, C} als onafhankelijke codrdinaten gekozen worden, zullen fluc-
tuaties in C ervoor zorgen dat de fractionele codrdinaten constant blijven, en de atomen dus
mee—evolueren met de beweging van de cel. Fluctuaties in de celtensor C leiden dan ook tot
fluctuaties in de absolute posities r;, zoals voorgesteld in het rechtse paneel van Figuur 4.3. In-
dien de integratiestap van de simulatie echter klein gekozen wordt, kan aangenomen worden
dat beide basissets tot eenzelfde globaal resultaat zullen leiden.

De verschillende bewegingsvergelijkingen gepostuleerd in deze paragraaf verschillen hetzij
door de keuze van de onafhankelijke coordinaten, hetzij door de verschillende termen in de
geéxtendeerde Lagrangiaan. In Figuur 4.4 is een kort overzicht gegeven van de verschillende
bewegingsvergelijkingen zoals verder besproken, met indicatie van het al dan niet modulair
invariant zijn (zie sectie 4.2.3) en of ze al dan niet het iso-enthalpisch-isobaar ensemble correct
bemonsteren.

4.2.1 Intuitieve uitbreiding van de Lagrangiaan

De partitiefunctie uit vergelijking (4.1.1) verschilt van de kanonische partitiefunctie door toe-
voegen van een term PV in de Hamiltoniaan. Aangezien het volume van een eenheidscel
beschreven door de celtensor C gegeven wordt door

V=a-(bxC)=detC, (4.2.3)

krijgt de intuitieve Lagrangiaan voor een systeem onder een extern aangelegde druk P en met
een potentiaal die enkel afhangt van de mutuele interactie tussen de deeltjes dus de vorm:

n .2
Ly (", #,C,C) =Y ’”;1 —V({rj —1;}i;) — PdetC. (4.2.4)
i=1

Ten opzichte van de originele Lagrangiaan treedt er hier dus een extra term —P det C op. De
bijhorende impulsen worden:

pi = Vi Lypy = mit;, (4.2.5)
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en, in tensornotatie:

! !
pe = 8£8NCM — 0, waarbij pe,, = *CNPH. (4.2.6)

Hieruit volgt dat de Lagrangiaan (4.2.4) het NPH—-ensemble niet correct zal beschrijven. In-
derdaad: aangezien pc = 0, is de eenheidsceltensor C een behouden grootheid gedurende de
simulatie. Dit betekent dat de laatste term in vergelijking (4.2.4) een constante is, en bijgevolg
kan weggelaten worden. Bovendien kan de potentiéle energie dan enkel nog wijzigen door
variaties in de codrdinaten r", vermits het andere argument C constant is. Dientengevolge is
vergelijking (4.2.4) een alternatieve beschrijving van de NV E-Lagrangiaan uit Hoofdstuk 2.
Aldus dient een extra afhankelijkheid van C in de Lagrangiaan (4.2.4) toegevoegd te worden.

4.22 De NPH-Lagrangiaan volgens Parrinello en Rahman

Opdat pc # 0 in vergelijking (4.2.6), dient er dus in de Lagrangiaan (4.2.4) een extra afthanke-
lijkheid van de tijdsafgeleide van de eenheidsceltensor toegevoegd te worden. Opdat de La-
grangiaan scheidbaar zou zijn in de Lagrangiaan van vergelijking (4.2.4) en een term in C —
hetgeen nodig is om de correcte NPH-waarschijnlijkheidsdistributie terug te vinden — dient
de correcte NPH-Lagrangiaan dus van de vorm

n

Lypu(r",#,C,C) =)
i=1

mii’-z .
5 L— V({T] - 1"1'}1',]') — PdetC + f(C) (4.2.7)

te zijn, waarbij f een voldoend gladde functie is, zodat de afgeleiden van deze functie kunnen
berekend worden.

Voor verdere berekeningen is het handiger om over te gaan naar het referentiekader waarbin-
nen de codrdinaten {{s;}"";, C} onafhankelijk zijn. In dat geval wordt de Lagrangiaan:

,CNPH(SH,Sn, C, C) = i M E(Csi)T— CSZ') - V(C{S] — si}i,j) — PdetC —|—f(C) (428)

Het is duidelijk dat deze transformatie de Lagrangiaan in eerste instantie lijkt te bemoeilijken.
Inderdaad, de tijdsafgeleide wordt immers, indien volledig uitgewerkt:

Ses] = (sres)cares)

3 3 3
= Y. Y Y (Cuviv + Cusiv) (CupSip + Cppsip)
u=1lv=1p=1

= $/CTCs;+ 3] CTCs;+ s/ CTCs; + s CTCs;
= $/C'Cs; +2¢]C'Cs; +5]C'Cs;. (4.2.9)

Deze moeilijkheid kan omzeild worden door aan te nemen dat de roosterparameters C minder
snel fluctueren dan de fractionele posities van de atomen s” [49], en dat dus enkel de eerste
term in bovenstaande expansie behouden blijft. Deze aanname is des te correcter naarmate het
aantal atomen in de eenheidscel vergroot. Immers, indien de celparameters wijzigen terwijl
de fractionele posities constant blijven, wijzigen ook de absolute posities van de atomen in de
eenheidscel. Aangezien voor de bepaling van de massa W die geassocieerd wordt met deze
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beweging de collectieve massa’s van alle atomen dient in beschouwing genomen te worden,
lijkt het intuitief correct om te stellen dat W >> m;, Vi, en dat dus ||Cs;|| < ||Cs;||, Vi. Bijgevolg
wordt als Lagrangiaan ondersteld:

" om;sT CTCs;

Lpu(s",8",C,€) = Y- ===l — V(Cs; — s};,) — Pdet C+ £(C). (4.2.10)
i=1

Met behulp van deze Lagrangiaan kunnen nu de toegevoegde impulsen bepaald worden:

psi = Vs LnpH = miCTCs'i = miCTi’i, (4.2.11)
en
— aﬁaNCPH = ;’é, (4.2.12)

waarbij de laatste gelijkheid in vergelijking (4.2.11) slechts bij dezelfde benadering ||Cs;|| <
||Cs;|| geldt. De bijhorende Hamiltoniaan wordt dan gegeven door:

n
Hneu(s", pi,Cpc) = Z Psi-Si+pc: C— Lypu(s",s",C,C)
i=1

! [CT] Ps,i

_ Zpsz

+V(C{sj —si}ij)
i=1 m;

PdetC+pC C(C,pc) — f(C(C,pc)), (4.2.13)

waarbij A : B het inwendig matrixproduct van de twee matrices A en B voorstelt:

A:B= ZZAWBW—ZEA uBu = Tr (ATB) = Tr (AB") . (4.2.14)

De meest voor de hand liggende definitie voor de nog onbekende functie f is gebaseerd op
de kinetische term voor de originele codrdinaten, waarvoor de bijdrage van het i—de deeltje
gegeven wordt door

1 &,
= Emi ;riy. (4.2.15)

De logische uitbreiding voor de kinetische energie van de eenheidscel, eveneens voorgesteld
door Parrinello en Rahman [47], wordt dan gegeven door:

£(C) = %WTr (CTC) Iw Z 2 ¢z, (4.2.16)

u=lv=

waarbij W een nog te bepalen massa is horende bij de beweging van de eenheidsceltensor, die
bovendien eveneens uitgedrukt wordt in kilogram. Hierbij vindt men dan als toegevoegde
impuls:

oL . .
PCw = ag M =Wy, = pc = WC. (4.2.17)
uv
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De bijhorende Hamiltoniaan wordt dus:

n T C-1cT] 1y, .
HNPH(SH,PZ,C,pC) — Zps,z [ ] Ps,i
i=1

1 T
o T (pcpc> + PdetC. (4.2.18)

2mi + V(C{Sj — Si}i,j)

De bewegingsvergelijkingen afgeleid uit deze Hamiltoniaan worden dan:

ds; - _1Psi

@ = VoMo = CTHCT T, (4.2.19)
dps,i

T = —Vs,HNpH = —VsiV(C{S]' — Si}i,]'),' (4.2.20)

dC  JHnpH _ Pc

dt ~  apc W’ (4.2.21)
en
dpc _ _9HneH
dt dC
n T —11¢T1-1 )
_ Psi o(C[CT]Y) aV(C{S]_sZ}l,])_ 11T
= 12212%' e Psi oG P[C 7 detC. (4.2.22)
Nu is
p) n n PT ) Cfl CT 1
IS PO T s
n T —1
psz‘aC T1—1
= - — [C' ] ps,i
L ac,,
. 1 -1 acﬁv -1 -1
- 7pszoc[c ](X [C ]K[C ]/\KPS,i,/\
1:21 o,B,7,%,A mi f aCF“/ !
n 1 B B 3
= 2 *‘Psm[c 1]04;4[C 1]w<[c 1AkPs,in
i=1a,x,A m;
_ < i T1-1,, . —17T1-1,,
= ;ml [[C] Ps,l] [C [C'] ps,ZL
n
_ i T1-1,, . —17~T1-1,,
= X, (€ pes) @ (€M) ps,l)Lw, (42.23)

met ® het uitwendig product (a ® b = ab! voor vectoren a, b), en waarbij in de overgang naar
de derde lijn gebruikgemaakt is van de matrixidentiteit
dA~t  _,dA

- A ClxA—l. (4.2.24)

Met behulp van de definitie van de eenheidsceltensor in de reciproque ruimte G, gedefinieerd
volgens

c'G=1=G=1[C"]"}, (4.2.25)
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en de verbanden afgeleid in Appendix C kan vergelijking (4.2.22) nog herschreven worden tot:

% - é ,i (I€7) 7 pss) @ (CTCT) 'psi) — (E+ P(detC)1)' G
- (2 (e ) @ (1) ) 2 pw) e (4226)

Hierbij is de interne viriaaltensor & ingevoerd, in Appendix C componentsgewijs gedefinieerd
als [50]:

oV

4227
dz]n v ( )

B = ) Y (rip = Tig+ Rup) 57—
i<n

In deze appendix zijn eveneens de hier gebruikte symbolen uitgeklaard. Om de bewegingsver-
gelijkingen te kennen in de basis {{r;}"_;, C}, kan gebruikgemaakt worden van transformatie
(4.2.2) en de benadering van vergelijking (4.2.11) om nieuwe impulsen p; te definiéren:

pi = m;¥; = [CT]flpsli = Gps,i = p; = [CT]flpS/i = Gps,i- (4.2.28)

De transformatie van p; naar p; kan ook hier gezien worden als een transformatie van virtuele
variabelen naar reéle variabelen, zoals in het voorgaande hoofdstuk. Deze transformatie her-
leidt de Hamiltoniaan tot een behouden grootheid:

n

Hypu(r", p", C, pc) ZE

1
Vi}i,j) + W Tr <pgpc> + PdetC, (4.2.29)
im2

en herleidt de bewegingsvergelijkingen (4.2.19-4.2.22) tot:

dry _d - Pc TPsi _ PCr. | Pi.
T dt(Cs ) =Cs; +Cs; = Wi +CG'G i WG v+ o (4.2.30)
dp! B d

- Gps,i + Gps,i

= —GCTGpsi — GVSiV(C{S]' — si}i,j)

- GPC L=V V({1 —rii); 4.2.31)
dC pC
—_ = 4.2.32
T W ( )

en

T
" @
dpe _ (Z PiOP_ g PV1> G = (Pm— P1)TVG, (4.2.33)
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waarbij in de laatste vergelijking de inwendige druktensor gedefinieerd is als

1

Pint V

2 Piop; —E] . (4.2.34)

m;

Deze bewegingsvergelijkingen kunnen nog vereenvoudigd worden indien enkel isotrope cel-
fluctuaties mogelijk zijn, die volledig beschreven kunnen worden door één variabele, bijvoor-
beeld het totaal volume. In dat geval is eenvoudigweg det C = V, en wordt een analoge functie
f(V) = WV?/2 als geassocieerde kinetische energie gekozen. Bemerk dat de hier ingevoerde
‘massa’ W de eenheid kg-m~* bezit, in tegenstelling tot de massa W in vergelijking (4.2.16).
Onderstelt men eveneens een kubische eenheidscel, zo dat

r = V13, (4.2.35)

dan vindt men:

2/342

n
ENPH(‘SHIS.n/ V/ V) == Z TTZZT -
i=1

%
V(V1/3{Sj _ sl}l,]) —+ T —_ PV_ (4.2.36)

In deze afleiding is opnieuw de tijdsafhankelijkheid van V verwaarloosd ten opzichte van de
tijdsafhankelijkheid van de fractionele codrdinaten. Verder is:

psi = Vs Lnpu = miV*3s;, (4.2.37)
en
oL .

Dit leidt dan tot de Hamiltoniaan

n pz-
Hnpu(s", pl, V,pv) =) 2m~{S}12/3 +V(VY3sj —si}ij) + pV + PV. (4.2.39)
= 2m

1=

De bewegingsvergelijkingen horende bij deze Hamiltoniaan worden:

ds; _ Psi

a = Vps,i%NPH = W? (4.2.40)
Psi _ G Happ = — Vo VIV s — si}i1); (4.2.41)
a s;"LNPH = si j T Sisf), o
dV. dHnpH pv.
- = (4.2.42)
en
dpy aHNpH _1 - psz aV(V1/3{S]‘ — Sitij) _p (4.2.43)

dt 3= 1mV5/3 A%
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Deze laatste vergelijking kan nu nog uitgewerkt worden. Zoals aangetoond in Appendix C,
geldt er:

)% 1 _
W W Tr — (42.44)
en dus is:

dpy 1 (1 P |
o =7 52 —-TrE-PV|. (4.2.45)

Opnieuw omzetten naar de basiscodrdinaten {{r;}" ;, V} levert dan, met

pi = miis 2 m V3, = ‘ff Lo pi= ‘ff}g (4.2.46)

enr; = V1/3s;, dat:

dri _d 13 1 1/3g. = L PV pi
— = |% 1%4 1% = —— L. 4.2.47
ar —arV ) = gpamVsit VW my (4.247)
dp; _ d ( Psi )
dt dt Vv1/3
_ Ps,i ps,i
- §VV4/3 T V1/3
1 py
= —WPWP; - WVS,WVUS’{S;' —sitij)
1
=~y = ViV — ki) (4.2.48)
dv pv
—_—= 4.2.4
dt ~ W’ (4.2.49)
en
dpy _ 1 |1¢8p7 _
Hierbij is de scalaire druk Pi,; gedefinieerd als
1 &p? o1 1
Pt = 55 ) %i — 5y T8 = 3 TrPin. (4.2.51)

Met behulp van de hier afgeleide bewegingsvergelijkingen — waarbij de scalaire bewegings-
vergelijkingen overeenstemmen met de eerste suggestie van Hoover [29] — kunnen onder an-
dere de verschillende fasetransities in nikkel correct voorspeld worden [51]. Echter, zoals
Hoover zelf opmerkte, genereren deze bewegingsvergelijkingen de partitiefunctie in het iso-
enthalpisch—-isobaar ensemble tot op een factor 1/V verschil [52]. Voor grote systemen ver-
dwijnt dit verschil; voor kleinere systemen dient men expliciet over te gaan naar het mas-
samiddelpuntsstelsel voor het bepalen van de coordinaten, zodat het correcte alternatief voor
vergelijking (4.2.30) gegeven wordt door:

dri _ pc /. P
T WG (i — ¥em) + — (4.2.52)
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Vergelijkingen (4.2.31-4.2.33) blijven ongewijzigd onder deze transformatie van referentiestel-
sel. Ook voor de scalaire bewegingsvergelijkingen dient eenzelfde stelseltransformatie door-
gevoerd te worden.

Hoewel deze bewegingsvergelijkingen nu het correcte ensemble beschrijven, werd door Wentz-
covitch opgemerkt dat er niet—fysische artefacten optreden bij deze Lagrangiaan [48]. Deze
problemen werden later verder uitgediept werd door Lill en Broughton [53], en worden in de
volgende paragraaf behandeld.

4.2.3 Correctie voor modulaire invariantie

Om het probleem dat optreedt bij voorgaande bewegingsvergelijkingen te openbaren, is het
handig als voorbeeld een tweedimensionaal vierkant rooster te beschouwen. Dit rooster, be-
schouwd op een willekeurig tijdstip, kan op een eerste wijze voorgesteld worden met behulp
van de vectoren a = (L,0) en b = (0, L), zodat

L 0
C— [ Lo ] . (4.2.53)

Zij nu op dit tijdstip @ = (4,0) en b = (0,4), zo dat

L [6 0
e [ >0 ] . (4.2.54)

In dat geval wordt de bijdrage van de celfluctuatie tot de energie in vergelijking (4.2.16) gegeven
door f(C) = Wé2. Echter, niets verhindert de keuze van een andere conventionele eenheids-
cel, bijvoorbeeld zo dat a’ = a, en b’ = a + b (bemerk dat de determinant van de bijhorende
transformatiematrix één bedraagt). In dat geval komt er:

c_[OL} en C‘[oa} (4.2.55)

Dit leidt tot een energiebijdrage in vergelijking (4.2.16) van f(C) = 3W42/2. Dit betekent dus
dat de dynamica van het systeem afthangt van de keuze van de eenheidscel van het systeem,
hetgeen niet gewenst is.

Dit is slechts één voorbeeld van een meer algemeen gebrek aan noodzakelijke invariantie. Zij
M een constante matrix van gehele getallen, met detM = 1 (dit verzekert dat het volume van
de eenheidscel ongewijzigd blijft onder deze transformatie), die de celtensor C transformeert
tot C' = CM. Aangezien over het algemeen

Tr(CTC) # Tr(MTCTCM) = Tr(C'TC), (4.2.56)

zal de waarde van f(C) athangen van de keuze van de celtensor.

Opdat deze athankelijkheid van de initiéle keuze van de celtensor op de Lagrangiaan en de bij-
horende Hamiltoniaan geélimineerd zou worden, kan de celtensor C genormaliseerd worden
met behulp van zijn initiéle waarde. Definieer hierbij de tensor N volgens

C=NGCy = N =CC;", (4.2.57)

waarbij Cy = C(tg). In het geval dat de celvervormingen elastisch blijven, is N gerelateerd aan
de rektensor € volgens [54]:

N=1+e=C=(1+¢)C. (4.2.58)
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Van zodra echter celvervormingen buiten het elastische regime beschouwd worden — waar-
bij de energiebijdrage niet meer kwadratisch afhangt van de verplaatsing — geldt deze laatste
fysische interpretatie niet meer.

Met behulp van de tensor N kan nu een nieuwe set codrdinaten g; gedefinieerd worden, zo
dat r; = Ng;. Op deze manier wordt de tijdsverandering van r; gescheiden in een verandering
ten gevolge van de celtensor, bevat in N, en ten gevolge van de atomaire beweging g;. De
eenheidsceltensor in de reciproque ruimte, gegeven in vergelijking (4.2.25), wordt nu:

G = [(NCy)"]" = [N [cg) . (4.2.59)

Met behulp van deze nieuwe variabelen transformeert de Lagrangiaan (4.2.10) tot:

n TNTN
Lneu(q", 4", N,N) = ) ——= i L
=1

AR
2

—V(N{q; — qi}ij)

Tr(NTN) — Pdet(NCy). (4.2.60)

Bemerk hierbij dat in de eerste term opnieuw de tijdsvariatie van de celtensor, bevat in N,
verwaarloosd is ten opzichte van de atomaire beweging g; — dit is dezelfde aanname als in ver-
gelijking (4.2.9). De gewijzigde derde term is nu wel invariant onder modulaire transformaties,
aangezien de transformatie C — C’' = CM de tensor N = CC, ! niet wijzigt.

De toegevoegde impulsen van de grootheden g; en N worden gegeven door:

P = Vg Lnpa = miN'Ng;, (4.2.61)
en
dLNPH -
= — = WN. 4.2.62

Dit levert dan als Hamiltoniaan:

T n—1 T1-1
P, N [NT] " pg,
HNPH(qn,pg,N,pN) = Z 1 L V(N{qj_qi}i,j)
i=1 i
1
+-— Tr(pkpn) + Pdet(NCp). (4.2.63)

2W

De bewegingsvergelijkingen in het iso-enthalpisch-isobaar ensemble worden dan:

dg; _ _1Pg,i
= Vp, Hnpr = N7 NT] 1mii,- (4.2.64)
d

B — 9, e = =V, V(N{g; — a:}i); (4.2.65)

dN  0Hnpy pn .
T p. =W (4.2.66)
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en
dpny  __9HnpH
dt oN
— qu ON_'[NT]! 4 IV (N{q; —qi}ij) 1T
o Z “ 2m; oN Py, ON P[N"']" det(NCy). (4.2.67)

Met behulp van een resultaat uit Appendix C, namelijk dat

V' _ 11T

IN = N7, (4.2.68)
en gebruikmakende van de afleiding van vergelijking (4.2.26), met C vervangen door N en p;
door p,, herschrijft vergelijking (4.2.67) zich nog tot

T
%N = (Z e ([NT]’lpq,i) ® ([NT]*lpq,i) - Pv1> N1 (4.2.69)

i=1Mi

Net zoals in de bewegingsvergelijkingen van Parrinello en Rahman kan men de bekomen re-
sultaten nog transformeren naar het codrdinatensysteem {{r;}" ;,N}. Gebruikmakende van
r; = Ng;, p; = [NT]'p, ; en de definitie van de inwendige druktensor uit vergelijking (4.2.34)
herleiden vergelijkingen (4.2.64—4.2.67) zich tot:

dri _ d ot N — PN iNT-1Pe _ PNyt P
3~ q; N9 = Nai + Ng; = 77q:+ [N] = W N (4.2.70)
dp’ d _
@ = @l

= _[NT]leT[NT]flpqli + [NT]ilpq,i

T

= —[NT]*lpWNp’- ~ [N"]7V, V(N{g; — q:)

= —INTJ” 11;\7;75 V. V({1 —ri}i)); 4.2.71)
%lj = pWN; (4.2.72)

en

dgtN = (P — P1)" VINT']T, (4.2.73)

Aangezien deze bewegingsvergelijkingen identiek zijn aan vergelijkingen (4.2.30—4.2.33) beko-
men met de Lagrangiaan van Parrinello en Rahman, mits vervanging van de celtensor C door
zijn ‘genormaliseerde’ variant N = CC,, 1 worden de bewegingsvergelijkingen in het geval dat
enkel isotrope volumeveranderingen mogelijk zijn dus nog steeds gegeven door vergelijkingen
(4.2.47-4.2.50). Ook hier dient een overgang naar het massamiddelpuntsstelsel doorgevoerd te
worden in de updatevergelijking voor de posities opdat de correcte partitiefunctie bekomen
wordt, zoals verklaard in de tekst voorafgaand aan vergelijking (4.2.52).
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4.2.4 Uitbreiding bij afwezigheid van externe krachten

In voorgaande paragraaf werd de genormaliseerde eenheidsceltensor N = CC,"! ingevoerd,
waarvoor det N = 1 in de initiéle configuratie. Vermits dit niet a priori geldt voor de overige
tijdstippen (en voor deze overige tijdstippen zelfs enkel voldaan is als het volume V niet wij-
zigt), is het logischer om dit volume expliciet uit de eenheidsceltensor te transformeren. Hier-
voor werd door Martyna et al. de tensor h ingevoerd [44], gedefinieerd als

C C

_ _ _ y/1/3
= 717 = GatOs = C = V1/3h, (4.2.74)

h

zo dat r = Cs = V1/3hs. Op deze manier is dus op ieder tijdstip deth = 1, waardoor hier nu
echt sprake is van een genormaliseerde eenheidsceltensor.

Naast deze genormaliseerde eenheidstensor kan een bijhorende impuls p, gedefinieerd wor-
den, volgens

pg = WCC™! = pcC™! = pc = p,C = V/3psh. (4.2.75)

Deze nieuwe definitie heeft als voordeel dat de volumeverandering van de eenheidscel volledig
bevat is in het spoor van deze tensor. Inderdaad:

. W . ddetC dIndetC dInV
P yzl; wlC detC ZW i dCyuy W dt w dt - (4.2.76)

Indien men slechts geinteresseerd is in de verandering van het volume, dient men dus enkel
de drie elementen op de diagonaal van p, te beschouwen.

Vertrekkende van de bewegingsvergelijkingen (4.2.30-4.2.33), bekomt men na doorvoeren van
de transformaties (4.2.74—4.2.75) de bewegingsvergelijkingen

dr; pg P;

dt 4% ! n; ( )

dp,  pl

d;;l = =P = VeV {r —rikig); (4.2.78)

dc C

5= %; (4.2.79)
en

d

s — (- P)TVICT IOt - BB (4.2.80)

Hoewel de eerste drie bewegingsvergelijkingen op deze manier eenvoudiger te implementeren
worden, bemoeilijkt de eerste term in de vierde bewegingsvergelijking de implementatie. Bo-
vendien werd opgemerkt dat deze bewegingsvergelijkingen, net zoals de vergelijkingen (4.2.30—
4.2.33) en (4.2.70-4.2.73) uitgedrukt in het massamiddelpuntsstelsel, falen in het geval er geen
externe krachten aanwezig zijn [44]. In dat geval is immers r,; een constante van de bewe-
ging, waardoor de overige codrdinaten niet langer lineair onafhankelijk zijn. Dit zorgt dan
opnieuw voor een incorrect aantal vrijheidsgraden in de partitiefunctie, hetgeen van belang is
bij kleinere systemen. Merk hierbij op dat een analoog probleem optrad bij de introductie van
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de enkelvoudige thermostaat, en er daardoor diende overgegaan te worden tot een volledige
thermostaatketen.

Het probleem hier kan verholpen worden mits introductie van nieuwe bewegingsvergelijkin-
gen [44], die, hoewel ze niet afgeleid zijn uit een Hamiltoniaan, uiteraard sterk gebaseerd zijn
op vergelijkingen (4.2.77-4.2.80) — enkel de updatevergelijkingen voor de veralgemeende im-
pulsen wijzigen:

drl Pg pz

dri P, Pl (4.2.81)
1
dp! p 1 Trp
U _ngg = Vi V({r —ri}ij) — Ny ngg; (4.2.82)
dC  pC
x. PgW; (4.2.83)
en
Ps _ p P14 | L y P?] 1 (4.2.84)
dps _ p Lyri|g 2.
dt " Ny = mi

Ten opzichte van de bewegingsvergelijkingen (4.2.77-4.2.80) krijgt de volumeverandering Tr p,
een belangrijker aandeel bij het updaten van de impulsen p!, en wordt de laatste vergelijking
mee gecorrigeerd om nog steeds te voldoen aan de correcte bemonstering. Bemerk eveneens
dat de bijgevoegde termen omgekeerd evenredig zijn met het aantal vrijheidsgraden in het
systeem, en alzo weinig effect hebben voor grote systemen. In volgende paragraaf zullen deze
bewegingsvergelijkingen aangevuld worden met een thermostaatketen, en aangetoond wor-
den dat de zo bekomen vergelijkingen correct het NPT—ensemble bemonsteren. Dit toont dan
meteen aan dat bovenstaande bewegingsvergelijkingen het NP H-ensemble beschrijven.

Bij deze bewegingsvergelijkingen hoort de behouden grootheid

4 Tr(pgpg)
H(r, p}, C pg) = Z —ri}ig) + # + PdetC. (4.2.85)

:1

Deze behouden grootheid stelt opnieuw geen Hamiltoniaan voor, vermits de bewegingsverge-
lijkingen (4.2.81-4.2.84) hier niet uit afgeleid zijn. Bemerk dat ook hier de derde term modulair
invariant is: uit vergelijking (4.2.75) volgt meteen:

ping/g — WZ[CIT] 1C/TC C/ 1

= WACT] M YTMIcTemMmic!
— WZ[CT] 1CTCC 1
= PgPg- (4.2.86)

Hoewel de hier gestipuleerde bewegingsvergelijkingen correct het NPH-ensemble bemon-
steren, kunnen er vanwege celrotaties problemen optreden met het interpreteren van de data.
Inderdaad, zoals opgemerkt door Nosé en Klein [55], zijn er slechts zes variabelen nodig om
een eenheidscel te beschrijven: de lengtes van de drie basisvectoren en de hoeken tussen deze
drie vectoren. Aangezien er in de tensoren C en N telkens negen parameters aanwezig zijn,
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zullen drie ervan niet de vorm van de eenheidscel bepalen, maar de oriéntatie ervan in de
ruimte. Aangezien deze oriéntatie de fysische eigenschappen van het systeem niet wijzigt — de
keuze van het referentiestelsel is immers vrijblijvend — kunnen deze enkel de interpretatie van
het systeem bemoeilijken.

Om deze moeilijkheid te elimineren, zijn er twee opties voor handen, beide gebaseerd op de
observatie dat de rotatie van de eenheidscel gedreven wordt door de eventuele asymmetrie
van de druktensor Pi,. Eliminatie van deze rotaties betekent dus het symmetriseren van Py,
hetzij door invoeren van de gesymmetriseerde interne druk Pin, volgens

_ Pty + P,
Py = — (4.2.87)

hetzij door als optredende tensoren bovendriehoeksmatrices te kiezen. Aangezien de algebra
van de bovendriehoeksmatrices gesloten is, dienen de bewegingsvergelijkingen (4.2.81-4.2.84)
hierbij niet aangepast te worden. In beide gevallen dient de initi€le eenheidsceltensor C gero-
teerd te worden voor het begin van de simulatie, zo dat de bekomen celtensor S = CR sym-
metrisch is. Bemerk eveneens dat het symmetriseren van deze tensoren ervoor zorgt dat de
getransponeerde tensoren in vergelijkingen (4.2.77-4.2.80) vervangen kunnen worden door de
originele tensor, en zo nog meer overeenkomst vertonen met de niet-Hamiltoniaanse bewe-
gingsvergelijkingen (4.2.81-4.2.84).

De logische variant van de bewegingsvergelijkingen (4.2.81-4.2.84) indien enkel isotrope volu-
meveranderingen beschouwd worden voor een d—-dimensionale eenheidscel is gegeven door

dri _pe ., Pi.

@ Wiy (4:2.85)

dp; __ Pe 1 pe .

a = whi— VevUri—rikig) - N, W (4.2.89)

v dvp,

dar - W’ (4290
en

dp. _ . d v p;Z

3 = V(P = P) + N, ;:1; - (4.2.91)

Hierbij is p. de impuls toegevoegd aan
e=1In “//0’ (4.2.92)

met Vj het volume van de eenheidscel bij het begin van de simulatie.

4.3 Bewegingsvergelijkingen

In voorgaande paragraaf werden de NPH-bewegingsvergelijkingen opgesteld, enerzijds ver-
trekkende vanuit de Hamiltoniaanse benadering, anderzijds gebruikmakend van de niet-Ha-
miltoniaanse aanpak. Voor deze laatste dient nog nagegaan te worden of de voldoende voor-
waarde van Hoofdstuk 3.4.2 voldaan is, en de bewegingsvergelijkingen dus bij het ensemble
horen.
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zuiger
N,V,E
AE — AE _NgN_AE‘—AE‘ _Ngw_ AE
E— AE, 1 2 T Bh JHL T~ m
V—-AV
origineel systeem
thermostaat— thermostaat— thermostaat—
schakel 1 schakel j schakel m

Figuur 4.5: Visuele voorstelling van het aanleggen van een thermostaatketen met lengte m (lichtgrijs,
rechts) en een barostaat (lichtgrijs, links) aan het origineel systeem (donkergrijs). Het origineel systeem
wordt gekenmerkt door constante N, P, T, maar een variabele energie E — AEq en variabel volume V —
AV.

In deze sectie zullen eerst de NPH-bewegingsvergelijkingen uitgebreid worden tot de isobaar—
isotherme bewegingsvergelijkingen, door aan het systeem een thermostaat aan te leggen, zoals
besproken in Hoofdstuk 3. Vervolgens zal aangetoond worden dat de zo bekomen bewegings-
vergelijkingen het NPT—ensemble bemonsteren, gebruikmakende van de voldoende voorwaar-
de opgesteld in voorgaand hoofdstuk.

4.3.1 Uitbreiding van de NPH-bewegingsvergelijkingen

De NPH-bewegingsvergelijkingen (4.2.81-4.2.84) kunnen getransformeerd worden tot NPT-
bewegingsvergelijkingen door het aanleggen van een thermostaat — net zoals in Hoofdstuk 3 de
NVT-bewegingsvergelijkingen volgden uit de NV E-bewegingsvergelijkingen. Dit betekent
dat dezelfde procedure als voor het bekomen van vergelijkingen (3.4.31-3.4.36) voor een ther-
mostaatketen met lengte m kan aangewend worden:

(i) De updatevergelijkingen voor de codrdinaten r; en C blijven ongewijzigd;
(ii) De variabelen worden getransformeerd naar de reéle tijd;

(iii) De updatevergelijkingen voor de impulsen p} en p, krijgen een extra term _Plg,l /Q1, ver-
menigvuldigd met p;, respectievelijk pg;

(iv) De updatevergelijkingen voor de thermostaatketen worden toegevoegd;

(v) Het aantal vrijheidsgraden van het systeem waarbij de eenheidsceltensor van rang d
kan wijzigen, is gelijk aan het aantal vrijheidsgraden van het originele systeem Ny, ver-
meerderd met d2, het aantal elementen in de eenheidstensor;

(vi) De kinetische energie van het systeem waaraan een barostaat is aangelegd, bevat eveneens
een barostaatterm.

Deze aanpassingen leveren dan bewegingsvergelijkingen in het isobaar-isotherm ensemble:

dr] P, i
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dp{ Pé / / / 1 Trpg / p,é,l /
dt/l = WP V. V({r; —ritij) — N, W Pi— o, i (4.3.2)
dc’  p;C"
ar - W’ (4.3.3)
dpj 1 p"2 Pea
I8 (P — POV 4+ | — Y B Ty 3
fi=

9 _ by, (4.3.5)
ar Q' o
e [y P, TR

g1 14 I'\Pg Pg pgz
dpz;  [Péia Pr st

L= |22 T — 2 ph. voorl < j<m 43.7
dt [ Qj-1 i ] Qjt+1 Pej / 4.3.7)

en

dp/g Péz 1

m m—

o= — kgT, 43.8

dt/ mel B ( )
met
Ny + d?>+1, indien bemonsterd met constante reéle tijdsstap At';
L= ) e , 5 (4.3.9)
Ny +d-, indien bemonsterd met constante virtuele tijdsstap At.

In de keuze voor L hierboven is aangenomen dat de celtensor gesymmetriseerd is. Indien
gekozen wordt voor een bovendriehoekstensor om de celrotaties te elimineren, dient d? ver-
vangen te worden door d(d + 1)/2, aangezien de overige updatevergelijkingen identisch nul
worden.

De constante energetische grootheid behorende bij deze bewegingsvergelijkingen is

7’2(1””, pln/ C,/ pig/ glml PC Zl 1}1])
(p/ng’g)

P /
ZW + PdetC

+

pC] / & ’
+ Z 20, + LkpT& + Jg ksTE, (4.3.10)

terwijl de energetische grootheid die de distributiefunctie bepaalt, gegeven wordt door

Hr (", p",C, P, ¢, p") Z —1/}i5)
1
1T &/
+(§§vpg ) ¢ paetc
pé}
+ Z (4.3.11)

£ 2Q;°
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Beide grootheden kunnen dus opgesplitst worden in drie delen: de eerste lijn bevat telkens de
coordinaten van het originele systeem, de tweede lijn die van de barostaat, en de laatste lijn ten
slotte de variabelen die de thermostaat beschrijven.

In de beschrijving hierboven werd ervan uitgegaan dat het origineel systeem, gekoppeld aan
de barostaat, en de barostaat zelf samen gekoppeld werden aan eenzelfde thermostaat met
lengte m. Dit is echter niet noodzakelijk. Het idee van een netwerk van thermostaatschakels
kan ook hier toegepast worden om het origineel systeem en de barostaat aan een verschillende
thermostaatketen te koppelen [31]. In dat geval dient in vergelijking (4.3.4) p%/l / Q1 vervangen
te worden door een nieuwe thermostaatimpuls p;ll /Nj, dient in vergelijking (4.3.6) de kine-
tische energie van de barostaat (tweede term tussen haakjes) verwijderd te worden, en krijgt
de constante L opnieuw de waarde Ny of N¢ + 1, naargelang de simulatie. Deze updatever-
gelijkingen dienen dan verder aangevuld te worden met updatevergelijkingen voor de ther-
mostaat gekoppeld aan de barostaat. Deze zijn identisch gelijk aan vergelijkingen (4.3.5-4.3.8),
met ¢’ vervangen door «’, p; ; vervangen door p, ;, en keuze van nieuwe massa’s N; die de Q;
vervangen. Enkel bij de nieuwe vergelijking (4.3.6) dient opgemerkt te worden dat de kineti-
sche energieterm van het originele systeem dient te verdwijnen, en dat de constante L voor de
barostaat de waarde d? of d% + 1 aanneemt, met d de dimensie van het systeem. Ook hier dient
d? vervangen te worden door d(d + 1) /2 bij keuze van bovendriehoekstensoren.

Het voordeel van meerdere thermostaatketens is de extra vrijheid in de keuze van Q; en N;,
die gekozen dienen te worden als functie van de tijdsconstanten in het systeem waaraan de
thermostaat aangelegd wordt (hier dus het originele systeem en de barostaat). Aangezien deze
systemen niet per se eenzelfde karakteristieke frequenties bezitten, zal een dubbele thermo-
staatketen dus zorgen voor een snellere convergentie. Ook uitbreidingen naar een thermostaat-
netwerk, zoals besproken in Hoofdstuk 3, zijn hier mogelijk.

4.3.2 Bewijs van correctheid

Opdat de voorgestelde bewegingsvergelijkingen (4.3.1-4.3.8), aangevuld met de energetische
grootheid (4.3.11), correct het NPT—ensemble zouden bemonsteren, dienen ze te voldoen aan
de voorwaarde opgesteld in Hoofdstuk 3.4.2:

kTVy i1 =1 VyHr. (4.3.12)

Hierbij is het belangrijk op te merken dat niet alle variabelen uit de geéxtendeerde faseruimte
bevat zijn in #. Enkel zij die voorkomen in de grootheid Hr of noodzakelijk zijn in de update-
vergelijkingen komen hier aan bod. Dat dit niet triviaal is, moge blijken uit dit NPT—voorbeeld:
in vergelijkingen (4.3.1-4.3.8) komen de 1 vectoren 7/ en p!, de d* elementen bevat in C’ en
pé, en de 2m variabelen in de thermostaatschakels voor, met 4 de dimensie van het systeem.
Echter, van de d? variabelen bevat in C’ zijn er slechts d noodzakelijk in de updatevergelijking.
Inderdaad, zoals eerder opgemerkt kunnen deze updatevergelijkingen ook geschreven worden
met behulp van bovendriehoeksmatrices. In dat geval worden de diagonaalelementen van C’
volgens vergelijking (4.3.3) getipdatet op basis van de diagonaalelementen van pj, en de dia-
gonaalelementen van C’ op een vorig tijdstip. Voor de updatevergelijking is dus slechts kennis
van de d diagonaalelementen van C’ vereist. Bovendien komt in de energetische grootheid van
vergelijking (4.3.11) enkel de determinant van C’ voor, hetgeen voor een bovendriehoeksmatrix
simpelweg het product is van de d diagonaalelementen.

Analoog zullen met de conventie van symmetrische matrices slechts de drie diagonaalelemen-
ten van C’ bevat zijn in . De noodzakelijke termen uit het linkerlid van vergelijking (4.3.12)
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zijn dus:
dr, Trpg
Ve = W (4.3.13)
dp;  Trpy d Trpy Pz
J dCIi‘V _ pérW‘. (43 15)
acy, At — W’ ~
o dpguw Pea
= - 4.3.16
Ol A O ( )
9 dg;
— L =0; 43.17
ag; dt’ 0; (4:3.17)
o dpz;  Prin .
L= -2 voorl <j < m; 4.3.18
aplg,j dt’ Qj+1 J ( )
d /
? pé;’” = (4.3.19)
opg,, dt

Na sommatie wordt dan het volledige linkerlid bekomen, waarbij aangenomen wordt dat er

geen extra beperkingen opgelegd worden, en dus nd = Ny:

ks TV, -7 = —kgT

p(_’fl pé]
(11+d)dQ1 +]Z; Q]]'

Voor het rechterlid worden de termen:

dr! - o !
VA = ﬁ;+ﬂ-v¢a
dp; 7 P/ Pg / p/@’,l / P;.
qp Vet =-— [WP1+V V‘i‘ﬁfiw Pit o Pi| o
dcl 87:[ p/ C/
v T _ 8Hp—pv -1 .
ar ac,, & W (C luPdetC’
0=X,Y,2
dpig,yv a?:lT 1 P pgl p/q,;u/
d# apé}w = (Pint,yv Z — Pigw, W ;

(4.3.20)

(4.3.21)

(4.3.22)

(4.3.23)

(4.3.24)
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dgi o7t
jorir
— =0; 432
dt’ oZ; ’ (4.3.29)
dpea 0ftr _ Pea [gnp? | TREPE) o e Pes 4326)
dt’ opzy Q1 | mi w Q1 @
dpzjofir  Pey [PEia P Pein
pi T /] ,] J+ :
= —kgT voorl < j < m; 4.3.27
dt ap/g,]. Qj [QJ 1 ] Qj Qjn J ( )
en
dpey OHr  Pew | PEm-
em ST _ Dom | Zem=l o) 4328
dt/ ap,g,m Qm mel B ( )
Na optellen wordt dan het rechterlid van vergelijking (4.3.12) bekomen:
. U " (pepi) PV Tr(Pinpy)
iV, H ;pgl VY L W, + v
—Lk T%l ks TZ g (4.3.29)

Met behulp van de definitie van de inwendige druktensor, vergelijking (4.2.34), en de viriaal-
tensor, vergelijking (4.2.27), kan de derde term in dit rechterlid nog uitgewerkt worden tot:

V Tr(Pinipy’ ) 1%4 ,
—w - Wk el
1 L p; yp; v / / av /
= = + R) 5o
W ; ; m; g uv 1<2]/ ; ],121/ 1 M nu ad:]n ) S
1 (pgpz) : 1 ” av
! <P(/gp;) : pz 1 ! 3]
_ - AT VIRYS 4.3.30
; Wt W;<pg AR (4.3.30)
Dankzij deze uitwerking wordt het rechterlid van vergelijking (4.3.12):
i- VyHr = —Lkp Py szff (4.3.31)

Q1

Gelijkstellen van het linkerlid van vergelijking (4.3.20) en het rechterlid in vergelijking (4.3.31)
toont dus aan dat de bewegingsvergelijkingen (4.3.1-4.3.8) horen bij de grootheid uit verge-
liking (4.3.11) indien L = (n +d)d = Ny +d* Indien er extra geometrische beperkingen
optreden, kan, zoals in Hoofdstuk 2 uitgelegd, een transformatie gevonden worden zodat de
faseruimte opnieuw opgespannen wordt door 1y = N¢/d < n vectoren. In dat geval worden
de sommaties over i beperkt, waardoor ook de sommatie over de verschillende bijdragen van
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vergelijking (4.3.14) zal leiden tot een term —N fp,C,l /Qj in plaats van —ndp'ér’1 / Q1. Indat geval
dient L aangepast te worden, in overeenstemming met vergelijking (4.3.9).

Er rest dus nog aan te tonen dat Hr correct de partitiefunctie uit vergelijking (4.1.2) beschrijft.
Men verifieert eenvoudig dat

2 v T(pfpy)  PdetC ¥ pg

1

n
mom oo ximimy _ _
f(", p",C ngzg P ) = €exp [ Z 2mkgT kT 2WkgT kT = 2ijBT

i=1
B Ho (", p) Tr(p; py)
- oF [ T | P | 2WiksT

PdetC mo pZ
X exp [— kT } exp [—]; 2QiksT | (4.3.32)

Na uitintegratie van de variabelen py, cf,; en pé’j, mogelijk omdat ze als afzonderlijke factoren
optreden in de uitgebreide distributiefunctie hierboven, bekomt men inderdaad de gewenste
distributiefunctie in het isobaar-isotherm ensemble:

m . m o\ _7'[0(1’/”,}’7/") _PdetC
(", p ,C)—exp[ T ex T |

(4.3.33)

waarbij integratie over de verschillende variabelen resulteert in de partitiefunctie uit vergelij-
king (4.1.2).

4.4 Implementatie

De implementatie van de bewegingsvergelijkingen (4.3.1-4.3.8) bestaat uit drie delen. In eerste
instantie moet gekend zijn volgens welke distributie de initiéle waarden van de veranderlijken
dienen gekozen te worden. Eenmaal de initiéle waarden gekend zijn, dient de simulatie door-
gevoerd te worden door het integreren van de gediscretiseerde bewegingsvergelijkingen. Ook
hier zal de Trotterexpansie van de Liouville-operator aangewend worden. Ten slotte dient be-
paald te worden welke grootheden behouden blijven, en onder welke voorwaarden. Op deze
manier kan de correctheid van de implementatie snel geverifieerd worden. Een korte deel-
paragraaf is eveneens voorzien voor de bespreking van de computationele moeilijkheden die
kunnen optreden bij de implementatie van het NPT—ensemble.

4.4.1 Initiéle grootheden

In de bewegingsvergelijkingen (4.3.1-4.3.8) treden drie sets variabelen op. De systeemcoor-
dinaten #’ en de (symmetrische) celtensor C’ dienen vooropgegeven te zijn, terwijl voor de
systeemimpulsen p’, de thermostaatvariabelen ¢’ en de thermostaatimpulsen p% de correcte
verdeling in paragraaf 3.5.1 besproken is. Hier rest dus nog de bepaling van de verdeling vol-
gens dewelke de impuls geassocieerd aan de celtensor, pj, dient gekozen te worden. Volgend
op de discussie op het einde van Hoofdstuk 4.2, zal ook deze tensor symmetrisch dienen te zijn.
Van de negen variabelen die optreden in deze tensor voor een driedimensionale eenheidscel,
zijn er dus slechts zes onafhankelijk.
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Voor de keuze van deze zes variabelen kan teruggegrepen worden naar de uitgebreide waar-
schijnlijkheidsverdeling uit vergelijking (4.3.32). Hieruit volgt meteen:

o Paw
, ) S AP P v €XP [_ zv&quT]
<pg,yv> = <pg,v;¢> = - . P =0, (4.4.1)
ffoo dpg,;w exp [_ 2Wi<BT}

aangezien een antisymmetrisch integrandum geintegreerd wordt tussen symmetrische gren-
zen, en

2
o0 / n” _ Py
| dpg,yv Pguv €XP [ 2WkBT]

<P(/g2,;4v> = <p:g2,v;4> = o 2
f, dp:g uv exp [_25\%&}
[, dxx?exp(—x?)
= 2WkgT = WkgT. (4.4.2)
[ dvexp(—22)

Dit betekent dus dat de zes onafhankelijke variabelen in de tensor p, dienen gekozen te worden
volgens een Gaussische verdeling met gemiddelde 0 en standaardafwijking o = v/ WkpT.

4.4.2 Trotterexpansie

Zoals besproken in paragraaf 2.2.3, verzekert de Trotterexpansie dat de gediscretiseerde bewe-
gingsvergelijkingen symplectisch zijn. De Liouville-operator wordt hier:

ilNncp = 11y
] ]

d
- Z_er V/—FZPZ Vi, +C/ aC/+Pg apl +Z§;a§/+ZP¢]ap/ (4.4.3)

Gebruikmakende van de bewegingsvergelijkingen (4.3.1-4.3.8) wordt dit:

i=1

.7 « ! & / Z E ! _./ Trv’g / / /
iLNyacp = Z(vgri) -V + Y o} Vi + ) P (Vo) — N, vl =0 10; | - Vy
= =\ m

V (5]41/ 1 2 a
+ ;;cvg pv VK aC’ + Z Pint v — P‘V)W + WNf ; mivl{ o Ué,lv:g,;w] m
a 1 2 /T / a / /
+ Z v,;]ag, Z m;v;- + W Tr(vy vy) — LkgT . % Ve2Ve15
o , 0
T Z [QJ 1051 kBT] L, ]Zz ”é,jﬂvc,jrvéj
1 d
tor [Qm 10f kBT] T (4.4.4)
met de gebruikelijke notaties
p/ p/ P/l: .

— ! ] r Y8 ! /]
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Invoeren van de tensor G gs met componenten

1 1 &
Ggv = W [(Pint,;wv + (Nf Z;mivfz - PV) Ouv | (4.4.6)
1=
die niet athangen van vy ,,, en de scalairen
1 1
G = N [Zm o2+ WTr( IT /) LkgT| en G; = o [Q]-,lvgj_l — kBT] , (4.4.7)
1 |i= j

die opnieuw onafhankelijk zijn van de bijhorende v’g,j, vereenvoudigt deze uitdrukking dan
tot:

.2 3 I 3 / < E ’ Tr Vfg / I
ILNHCP = Z(Vgrz) . vr’/ + Z 0; - Vrl/ + 2 — - (ngz) - N 0; — Ugll’vi . VUZ/
i=1 i i=1 \ MM f
0
+ + [ — vk 0, }
;;c Suv I/K ac/ Z UV ¢1Yguv av(lg,yv
+iv’ 9 +ic—a ilz/ o0 (4.4.8)
Siga! I8 CJH17Ci 3o o
P R = T = 90z,

Ook hier kan deze Liouville-operator in drie bijdragen opgedeeld worden:

il,c = lgn; {vl’ + Vérl'} Vi + g(véC/)’waCa/W' (4.4.9)
waarbij de codrdinaten getipdatet worden
il, = i il Vo, (4.4.10)
~ m; i

waarbij de snelheden behandeld worden, en

. Trv n 0
ilecp = — |vg+ ng + 0%, szl Vo +), [Ggw vglvgw} avé;w
= uv ,
d d
+EU§]8(§,+E [ U§JU€]+1}8'.+Gm%,1
. 0
= ile— Zv Vi + ¥ [Gon = vt 55— (4.4.11)
p gy

die de invloed van de thermostaat en barostaat weergeeft. Hierbij is iLc gedefinieerd in verge-
lijking (3.5.13), zodat

ilnpep = ilyc +ily +ilcp. (4.4.12)

In deze expansie is enkel de term iL, hetzelfde gebleven als in het microkanonisch en kanonisch
ensemble. De barostaat introduceert uiteraard een verschillende iL.cp, maar door invoering van
de celtensor is ook de Liouville-operator voor de codrdinaten gewijzigd met twee extra termen
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ten opzichte van de microkanonische en kanonische operator. Gebruikmakende van de Trotter-
identiteit [19] kan van deze expansie de tijdspropagator opgesteld worden, analoog als in het
kanonisch ensemb]e:

exp (iLnncpAt) = exp <iI:CpA2t> exp (iI:Z,Azt> exp (il,cAt)
X exp <iﬁvA2t> exp (itcpAzt> +O(At%). (4.4.13)

Hierbij is het noodzakelijk de propagator iLcp verder te expanderen, hetgeen leidt tot [40]:

. At 0 At
exp (1 P > exp (G avé,m 1 )

n Trv/ At 7 J At
/ 8 / ! _ A ——
X exp (— E (Vg + N, ]f + Ug/1> 0; - Vv,f > > exp (jz_ v@',ja(;‘{ 2

i=1 1 ]
J At
X exp Geuv — v%/lv’, )
i ( g”") av(’grw 4
X..
0 At
G _ /
x exp | (Gu-1 Ugmflvgm)avélm_l 4>
J At
Gy=——— 4.4.14
xexp( " 4> ( )

De factoren in de tweede en vierde lijn hierboven kunnen nog verder geéxpandeerd worden,
resulterend in:

9 At 9 At
G o , , _d At _ —; / -
exp (( m—1 Ug’m_lvg’m)a’()/é/m_l 4 ) eXp ( U@,m—lvé,m a'(]/g,m_l 8 >

0 At
i (Gm_lav’4>
&m—1

0 At
X exp (—v{;m_l - W 8) (4.4.15)

m—1

voor de tweede lijn, en

J0 At 0 At
exp (2 (Gg,,w — Uéﬂ”épﬂv) T 4) = exp (— Vzvv'gllv’gwiavé " 8>
0 At
X exp (VZV: Ge,uv 3o 4>

8Hv

0o At
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voor de vierde lijn.

De extra moeilijkheid die in deze expansie optreedt, is de aanwezigheid van de matrixver-
menigvuldiging bij het updaten van v/. Dankzij de symmetrie van de optredende matrices is
echter het bestaan van een set reéle eigenwaarden en eigenvectoren verzekerd, zo dat

/
v, + Trvg +v%, |1=E'D,E (4.4.17)
8 Ny ¢l § 8T8

waarbij D, een diagonaalmatrix is met op de diagonalen de verschillende eigenwaarden A,
van de matrix in het linkerlid hierboven, en waarbij E; opgebouwd is uit de bijhorende eigen-
vectoren. De eerste exponentiéle in de vijfde lijn van vergelijking (4.4.14) herleidt zich dan tot:

& Trv/ At " A
exp <_ X; (Vig + ng + vé,l) Uz{ . Vvl’2> = exp (— X; EngEng{ . v”;? . (4.4.18)
i= P

Gebruikmakende van de inwerking van deze operator op een functie f, zoals besproken in
vergelijking (3.5.21), en de orthogonaliteitseigenschap E:ggrEg = 1, wordt hier dus verkregen [40]:

At At
v/ <2> = exp (—EngE82> v/(0)

© (—1)k At\F
- &G Eney (5) w0
00 k
g7 (=) ¢ (At
= Eg LZ:l - D, (2 E,v;(0)
= EgDyE0/(0), (4.4.19)
voor elk atoomi=1,...,n, en
At
D/g,]/”/ - eXp <_/\’,{2) 5],“/. (4.4.20)

Samen met de inwerking voor de scalaire updatevergelijkingen, zoals gegeven in vergelijkin-
gen (3.5.19-3.5.21), vervolledigt dit de bespreking van de factor iLcp. Aangezien de factor il,
onveranderd gebleven is, dient dus enkel nog il.,c behandeld te worden. Een analoge diago-
nalisatieprocedure als hierboven levert dat [40]:

At .
ri(At) = QgT [D;Qgrl{(O) + AtD,Qgv; (2>] , voori=1,..,n, (4.4.21)

en, in de onderstelling dat de celvectoren bevat zijn in de rijen van C’,
C'(At) = C'(0)Q,D;Q;, (4.4.22)

met k, de eigenwaarden van v, waarbij D; en D, componentsgewijze gedefinieerd zijn als

At\ sinh (x, 5t
D;‘,‘MV = exp (KVAt) 5}“’ en D;},],“/ = eXp <Ky2> K(A‘?2)5y1/, (44.23)
w2

en Q. de matrix is die de eigenvectoren behorende bij de eigenwaarden «, bevat.
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Algoritme 4.1. Isobaar-isotherm Liouville integratieschema

R O B B B ) W W W W W W W WRNNDNNRNRNRNRNDRND R s, e e e s e
NSk w290 0NN 220 0NN Q0 00NN d W Q

Gm < (Qm—lvém_l - kBT)/Qm
Vg < Vg + AtGy /4

Vg m—1 < Vgm—1€Xp [—Atvg,, /8]
Gm—1 < (mezvém_z —kgT)/Qm-1
Vgm—1 < Ugm—1+ AtG,,_1/4

Vg m—1 < Vgm—1€Xp [—Atvg,, /8]

fory,v=1tod:
Vg, uv 4— Vg €Xp [—Atvg1/8]
o (Pt V + (T1y m;02 /Ny — PV)8) /W
Vv € Vg v + AtGg,W/LL
Vg < Vg v €Xp [—Atvg; /8]

forj =1tom:
5]- — 6] + Atvg,]-/z

Eg/, D, « eigvec,eigval(vg + (Trvy/ Ny +vg1)1)
D, < exp(—DyAt/2)
fori =1ton:

v; < E§ DyE,v;

: for y,v =1to d:

Vg < Vg uy €Xp [—Atvg; /8]
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: Gm — (Qm—lvém_l - kBT)/Qm

0 Qq, Dy < eigvec,eigval (vg)
: D), < exp(D,At)

UHp

: fori=1ton:

v; < v; + AtF;/ (2m;)
1 < Qg [D;Qgi’i + AtD;Qg’UZ‘]

: C CQgD;Qg
: fori =1ton:

F; < eval kracht(r;)
v — v + AtFl/(zml)

: Herhaal lijnen 1-34
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Deze uitwerking leidt dan tot het integratieschema in Algoritme 4.1. De bespreking van dit al-
goritme is analoog aan het NV T—-algoritme. Opnieuw is het schema opgebouwd uit drie delen,
een eerste (lijnen 1-34) en derde deel (lijn 47) die de invloed van de barostaat en thermostaat
duidelijk maken en identiek zijn, en een aangepast velocity Verlet-integratieschema in deel 2
(lijnen 36-45).

In dit eerste deel worden vooreerst de thermostaatsnelheden geiipdatet in aflopende volgorde
(liijnen 1-7), gevolgd door de barostaatsnelheden (lijnen 8-12), de thermostaatvariabelen (lij-
nen 14 en 15), de snelheden (lijnen 17-20), de barostaatsnelheden (lijnen 22-26) en de ther-
mostaatsnelheden in oplopende volgorde (lijnen 28-34). Het derde deel is niet vermeld in het
algoritme, maar is identiek.

In het aangepaste velocity Verlet—integratieschema, een direct gevolg van de barostaat, wor-
den zoals gewoonlijk eerst de snelheden geiipdatet (lijn 40). De update van de codrdinaten
(liin 41) is echter gewijzigd vanwege de optredende matrices die in voorgaande implemen-
taties scalairen waren, en ook de update van de celtensor (lijn 42) is niet aanwezig in eerdere
besprekingen. De tweede update van de snelheid is opnieuw gelijklopend met het gewone
velocity Verlet-schema (lijnen 43—45).

4.4.3 Behouden grootheden

Er dient nog geverifieerd te worden welke behouden grootheden gedefinieerd kunnen worden
in het isobaar—isotherm ensemble. Een eerste behouden grootheid is uiteraard de energie-
uitdrukking van vergelijking (4.3.10), zoals eenvoudig geverifieerd kan worden met behulp
van de bewegingsvergelijkingen (4.3.1-4.3.8).

Voor de tijdsafgeleide van de massamiddelpuntsimpuls leidt men af:

C1p/CM _ d ¢ /
ar ai;"f
Po , 1Trpe Poa|yn ¢
B Y N e DA
[w N, W T 1.;”' 1; "

_ Py 1 TPy Pt
= Fot — [W+Nf W +E Pcmr (4.4.24)

terwijl er voor de tijdsafgeleide van het totaal impulsmoment gevonden wordt dat:

dr’ Ldr v, dp
W T La T Lnry

n
p;) - rzl‘ X vrl’v
i=1

i=1 W l m; i=1 W
1 Tr p(’g pg 1 1 X
tot [N W + 0 L'+ W ; [(pér;> X pi—1; % (pgp;)] . (4.4.25)

Bemerk dus dat de massamiddelpuntsimpuls slechts dan behouden is als zowel de totale ex-
terne kracht inwerkend op het systeem verdwijnt gedurende de simulatie, en bovendien de
initiéle massamiddelpuntsimpuls nul is. Op het eerste zicht lijkt de voorwaarde op het totaal
impulsmoment nog strenger, vanwege de laatste term. Echter, voor een periodieke simulatie
verliest het begrip totaal impulsmoment zijn betekenis, zoals ook weergegeven in Figuur 2.5,
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Figuur 4.6: Links: De drie componenten van de massamiddelpuntsimpuls pcp van diamant gedu-
rende een NPT—simulatie op 300 K en bij een druk van 100 kPa. De simulatie werd uitgevoerd met
een tijdsstap van 0.5 fs en tijdsconstanten 7 = 100 fs en Tp = 1000 fs. Rechts: De massamiddel-
puntsenergie Ecp, zoals gedefinieerd in vergelijking (3.5.24), horende bij de simulatie uit het linkse
paneel.

waardoor dit behoud voor een periodieke simulatie niet noodzakelijk is. Indien enkel het vo-
lume V' als barostaatvariabele optreedt, is ook de bijhorende impuls p, scalair, waardoor de
laatste term in de afleiding van de tijdsafgeleide van het impulsmoment verdwijnt aangezien
het product van een scalair met een matrix wel commuteert, in tegenstelling tot het product
van twee matrices. In dat geval zal het impulsmoment behouden blijven indien er geen extern
krachtmoment aanwezig is, en het initieel impulsmoment nul is, net zoals bij een thermostaat
het geval was.

Zoals besproken bij de implementatie in het kanonisch ensemble vormen deze behouden groot-
heden een eerste en eenvoudige controle op de correctheid van de implementatie. In Figuur 4.6
zijn de drie componenten van de massamiddelpuntsimpuls en de massamiddelpuntsenergie
uit vergelijking (3.5.24) uitgezet als functie van de simulatieduur, voor een NPT-simulatie
van een diamantsysteem met 512 atomen op een temperatuur van 300 K en bij een druk van
100 kPa. Hierbij werd de simulatie uitgevoerd met een tijdsstap van 0.5 fs, en tijdsconstanten
van 100 fs voor de thermostaat en 1000 fs voor de barostaat.

Net zoals in Figuur 3.8 valt op dat de grootte van de massamiddelpuntsimpuls en de bijhorende
energie toenemen als functie van de simulatieduur, waar men theoretisch verwacht dat ze nul
zouden blijven. Deze fouten, die voortkomen uit de discretisatie, numerieke afrondingen en
de singulierewaardendecompositie zoals in de volgende paragraaf besproken, zijn echter nog
ruim aanvaardbaar. Immers, de energie toegekend aan een vibrationele mode in evenwicht
met een warmtebad op 300 K bedraagt 3.74 kJ/mol, terwijl de bijhorende impuls voor een
atoom met de massa van koolstof 2.28 a.u. bedraagt. De fout op de impuls is dus 11 grootte-
ordes kleiner dan een karakteristieke impuls, terwijl de energie 26 grootteordes kleiner is. In
tegenstelling tot de NV T—-simulatie voor een geisoleerde watermolecule bemerkt men in het
rechterpaneel van Figuur 4.6 wel een continue drift van de massamiddelpuntsenergie, hetgeen
erop wijst dat renormalisatie wel noodzakelijk zal zijn voor extreem lange simulaties.
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4.4.4 Opmerkingen bij de implementatie

Implementatie van de bewegingsvergelijkingen zoals in Algoritme 4.1 voorgesteld, leidt on-
verwachts tot een behouden grootheid uit vergelijking (4.3.10) die gedurende de simulatie niet
constant blijft. Deze discrepantie met hetgeen theoretisch verwacht wordt, kan verklaard wor-
den op basis van verkeerde keuze van de barostaatmassa en numerieke fouten in de sym-
metrisatieprocedures, zoals hieronder behandeld.

De massa W die optreedt in de bewegingsvergelijkingen (4.3.1-4.3.8) in het isobaar-isotherm
ensemble heeft de eenheid J-s> — in tegenstelling tot de massa’s geintroduceerd in de bewe-
gingsvergelijkingen van Parrinello en Rahman. Net zoals bij de definitie van de thermostaat-
massa Q in vergelijking (3.2.4) kan de barostaatmassa W dus gedefinieerd worden als het pro-
duct van een karakteristieke thermische energie kgT en een gekwadrateerde tijdsconstante .
Deze definitie heeft echter duidelijke beperkingen. Daar de barostaatmassa W een maat is voor
de inertie van de simulatiecel, lijkt het logisch dat zij athankelijk is van het aantal atomen dat
in de simulatiecel aanwezig is: hoe meer atomen, hoe moeilijker het zal zijn het volume van de
simulatiecel te wijzigen. Opdat deze afhankelijkheid inherent aanwezig is in de definitie van de
barostaatmassa, wordt in de definitie van W de afhankelijkheid van het aantal vrijheidsgraden
meteen geintroduceerd:

kgT

kpT
W:(Nf—I—dZ)?:(Nf—i—dz) B 13
P

T (4.4.26)

Hierbij is d zoals gewoonlijk de dimensie van het systeem. De nominale waarde voor deze
barostaattijdsconstante werd op 1000 fs gekozen, in overeenstemming met andere simulatie-
pakketten [56][57]. Bemerk dat, indien 7r = 7p gekozen wordt in vergelijking (3.2.4), nog
steeds W substantieel groter is dan Q voor grote simulatiecellen (met een factor evenredig met
het aantal vrijheidsgraden), en dat de barostaat dus trager zal convergeren dan de thermostaat.
Aangezien in de simulaties in dit werk bovendien 7r vaak kleiner dan 7p gekozen wordt, zal de
convergentiesnelheid van de barostaat dus veel lager liggen dan voor de thermostaat, hetgeen
verder besproken wordt in Hoofdstuk 5.

Zoals opgemerkt in de tekst voor vergelijking (4.2.88) dient de originele celtensor C geroteerd te
worden opdat het eventuele asymmetrische karakter van deze celtensor verdwijnt. Een eerste
mogelijkheid om deze celtensor te symmetrizeren is, naar analogie met de symmetrizering van
de druktensor, de introductie van

3 Cu +C
Cw = % (4.4.27)

Deze symmetrizering komt over het algemeen echter niet overeen met een rotatie, waardoor
de geometrische eigenschappen van de celtensor verloren gaan, en bovenstaande symmetri-
satietechniek tot foutieve resultaten leidt. Een correcte symmetrisatietechniek, die toelaat een
rotatiematrix te genereren, is de singulierewaardendecompositie (SVD, singular value decompo-
sition). De 3 x 3—celtensor C kan op deze wijze uniek ontbonden worden tot

C—uzv’, (4.4.28)

waarbij U en V 3 x 3-orthogonale matrices voorstellen, en X een diagonaalmatrix is met op de
diagonaal de drie singuliere waarden van de celtensor. Aangezien U en V orthogonaal zijn,
kunnen zij als rotatiematrices geinterpreteerd worden. Dit betekent dat ook

R = VU’ (4.4.29)
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een rotatiematrix voorstelt, die bovendien rechts inwerkend op de celtensor als nieuwe cel-
tensor levert:

C' =cr=uzvivu’ = uzu’. (4.4.30)

Aangezien de zo geconstrueerde tensor C' symmetrisch is, en verkregen is door de originele
celtensor C te roteren, is C' de gezochte symmetrische celtensor. Bemerk dat hier C rechts
vermenigvuldigd werd met R, aangezien in de implementatie de celvectoren als rijen bevat
zijn in C. In het geval C de celvectoren als kolommen zou bevatten, dient men C links te
vermenigvuldigen met R, en bekomt men C” = VZVT als gesymmetrizeerde celtensor. Bij het
symmetrizeren van deze celtensor mag uiteraard niet vergeten worden de atomaire posities
mee te roteren volgens dezelfde celtensor R.

Als laatste aandachtspunt in de implementatie is het raadzaam de eigenwaardeprocedures in
Algoritme 4.1 van naderbij te bekijken. In lijnen 17 tot en met 20 bijvoorbeeld stelt E; een or-
thogonale matrix voor, terwijl Dg en D, diagonaalmatrices zijn. Dit betekent dat zowel EngEgT
als EgDéEgT symmetrische matrices voorstellen. Door numerieke afronding in de definitie van
Dé via de exponentiéle van Dy, is deze laatste voorwaarde echter niet exact voldaan, met nu-
merieke fouten van relatieve orde 107! ten opzichte van de diagonaalelementen. Hoewel deze
fouten dus klein zijn, zullen zij na een voldoend lange simulatieduur overheersen, en aldus de
bekomen resultaten beinvloeden. Dit kan opgelost worden door een SVD uit te voeren op
EgD’gEg, zodat

T __ T
Uuzv’ = E;DE], (4.4.31)

en vervolgens de snelheidsvectoren te vermenigvuldigen met UZUT in lijn 20. Een alternatieve
methode om te verzekeren dat EgDéEg symmetrisch is, is het invoeren van de matrix

Bg — Egﬁ / D/g, (4.4.32)

waarvan het bestaan verzekerd is aangezien D, een diagonaalmatrix is met positieve ele-
menten, zoals volgt uit de definiérende vergelijking (4.4.20). Vermenigvuldigen met EgDéEg is
dan equivalent met vermenigvuldigen met B ng, een matrix die bij constructie symmetrisch is.
Beide procedures kunnen gevolgd worden in de matrixvermenigvuldigingen van lijnen 41 en
42, en elimineren de numerieke fouten bij de definitie van de verschillende D-matrices, zodat
de constante energetische grootheid (4.3.10) wel behouden blijft.



Hoofdstuk 5

Validatiemethodes

A mathematician may say anything he pleases, but a physicist must be at least partially
sane.

—]Josiah Willard Gibbs

In de voorgaande hoofdstukken werd de afleiding van de bewegingsvergelijkingen in het
microkanonisch, kanonisch en isobaar—isotherm ensemble besproken, zoals zij volgen uit het
uitbreiden van de originele Hamiltoniaan. Vermits de correctheid van de bewegingsvergelij-
kingen telkens getest is op basis van het fundamentele behoud van waarschijnlijkheid, zijn
deze vergelijkingen exact. Het exacte karakter van deze bewegingsvergelijkingen gaat echter
verloren op het moment dat zij dienen numeriek geintegreerd te worden. De expansie van de
Liouville-integrator via de methode van Trotter met een integratiestap At introduceert fouten
van de orde exp((At)?), zoals meteen volgt uit het vergelijken van uitdrukkingen (2.2.40) en
(2.2.42). Dit leidt tot een gekend probleem in het velocity Verlet-schema, namelijk fluctuaties
op korte tijdsduren voor grootheden die theoretisch constant zouden moeten blijven, onder
andere voor de verschillende behouden energieén.

Bij het gebruik van numerieke simulaties is het dus primordiaal de bekomen resultaten te
verifiéren — hetzij met experimentele waarden, hetzij gebaseerd op theoretische beschouwin-
gen. Daar waar het uiteindelijke doel van deze simulaties het voorspellen van experimentele
waarnemingen is, kan men echter niet duidelijk eventuele discrepanties tussen experiment
en simulatie toekennen aan een bepaalde stap in de simulatie. Bovendien treden er ook on-
nauwkeurigheden op bij het uitvoeren van het experiment, zodat deze methode geen echt uit-
sluitsel kan bieden over de correctheid van de simulatie.

Om deze redenen zal in dit werk enkel vergeleken worden met theoretische beschouwingen.
Gezien de aard van de geimplementeerde ensembles, ligt het voor de hand na te gaan of
de behouden grootheden inderdaad constant zijn gedurende de simulatie, alsook te verge-
lijken of de instantane temperatuurs— en drukdistributie voldoen aan de opgelegde tempera-
tuur en druk. Een laatste methode steunt op het vermogensspectrum van de verschillende
modes van het gesimuleerd systeem, dat eveneens theoretisch kan vergeleken worden met sta-
tische berekeningen. Deze drie methodes worden in de volgende paragrafen toegepast op een
geisoleerde watermolecule (voor het microkanonisch en kanonisch ensemble) en op de peri-
odieke diamant— en MIL-53(Al)-structuur (voor het isobaar—isotherm ensemble).

90
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Figuur 5.1: De verschillende bijdragen tot de energie van een geisoleerde watermolecule. Links: NV E—
simulatie waarbij initieel de waterstofatomen zich op een afstand van 0.95 A van het zuurstofatoom
bevinden, en een hoek van 109.47° insluiten. De initiéle snelheden van deze atomen zijn volgens de
Maxwell-Boltzmannverdeling op 300 K gekozen; de simulatiestap bedraagt 0.5 fs. Rechts: Een NVT—
simulatie van dezelfde watermolecule op 300 K, met 3 schakels in de Nosé—Hooverketen en een ther-
mostaatmassa overeenstemmend met Tr = 100 fs.

5.1 Behouden energetische grootheid

In elk van voorgaande hoofdstukken werden de behouden grootheden besproken —namelijk de
verschillende constante energie—uitdrukkingen (vergelijking (2.1.6) voor het microkanonisch,
(3.3.33) voor het kanonisch en (4.3.10) voor het isobaar—isotherm ensemble), de massamid-
delpuntsimpuls en, waar zinvol, het totaal impulsmoment. Deze laatste twee werden boven-
dien reeds geverifieerd voor het kanonisch en isobaar-isotherm ensemble in de desbetreffen-
de hoofdstukken. Voor de constante energetische uitdrukkingen is de interpretatie echter in-
gewikkelder, daar zij expliciet afthankelijk zijn van de fictieve temperatuur- en drukparameters.

In Figuur 5.1 zijn de verschillende energiebijdragen voor een NV E- (links) en een NV T—simu-
latie (rechts) van een geisoleerde watermolecule weergegeven, terwijl in Figuur 5.2 de verschil-
lende energiebijdragen voor een NPT—-simulatie van een periodieke diamantstructuur gevisu-
aliseerd zijn. Uit het linkse paneel van Figuur 5.1 is meteen duidelijk dat, hoewel de kinetische
en potentiéle energie fluctuaties van ongeveer 2 kJ /mol rond hun respectieve evenwichten ver-
tonen, ze steeds z6 fluctueren dat de totale energie behouden blijft, zelfs over een simulatieduur
van 250 ps, zoals vereist in het NV E—ensemble. De kleine fluctuaties op korte tijdsschaal zijn
een gekende eigenschap van de discretisatie via de Trottermethode, en beinvloeden de conver-
gentie van het systeem niet indien deze fluctuaties, zoals hier, beperkt blijven.

Zoals besproken is de totale energie niet langer een behouden grootheid voor een simulatie in
het NVT-of NPT-ensemble. Voor een NV T-simulatie is dit meteen duidelijk uit de groene
curve in het rechterpaneel van Figuur 5.1 — het NPT—ensemble laat zich analoog kenmerken.
De rol van constante energetische grootheid in het kanonisch ensemble wordt overgenomen
door vergelijking (3.3.33):

j=1 2Q;

Het constant zijn van deze grootheid komt duidelijk naar voor in het rechterpaneel van Fi-
guur 5.1, en valideert de implementatie van de thermostaat.

n ”
HNHC(T/"IPI"ICW/ p/gm) — Z Zpr;l —|—V(1‘m) 4
i=1 !

m
+ LkpTG1 + ) kpTg). (5.1.1)
j=2
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Figuur 5.2: Links: De simulatiecel voor diamant, bestaande uit 512 koolstofatomen, zoals gebruikt
in dit werk. Rechts: De verschillende bijdragen tot de energie van een periodiek diamantrooster in een
NPT-simulatie op 300 K en bij een extern aangelegde isotrope druk van 100 kPa. De tijdsconstante
voor de thermostaatketen met drie schakels bedraagt Tr = 100 fs, voor de barostaatketen is Tp = 1000 fs
gekozen bij een simulatiestap van 0.5 fs.

Echter, deze verificatie alleen is onvoldoende. Immers, indien door onzorgvuldige keuze van
de thermostaatmassa’s Q; deze massa’s te groot zijn, zal de derde term in het rechterlid van ver-
gelijking (5.1.1) relatief onbelangrijk zijn in de totale energie—uitdrukking. Bovendien wijzigen
de thermostaatvariabelen C} nauwelijks, vermits CJ’ omgekeerd evenredig is met deze massa’s.
Hierdoor blijven ook de laatste twee termen in vergelijking (5.1.1) constant, en wordt dus de
totale energie behouden, zelfs indien de implementatie incorrect zou zijn — de invloed van de
thermostaat verdwijnt dan. Een analoge redenering op vergelijking (4.3.10) toont aan dat een
te hoge barostaatmassa W de invloed van de barostaat tenietdoet. Verdere verificatiemethoden
zijn dus vereist.

5.2 Invloed van de thermostaat

Het moge duidelijk zijn dat het toevoegen van een thermostaat de bewegingsvergelijkingen
van het originele systeem sterk beinvloedt. Zoals reeds besproken in Hoofdstuk 3, is het
doel van de uitgebreide Hamiltoniaan om bewegingsvergelijkingen te genereren z6 dat de
gemiddelde temperatuur van het systeem overeenstemt met de temperatuur opgelegd door
het warmtebad, terwijl eveneens de temperatuurfluctuaties overeenstemmen met hetgeen in
een NV T-of NPT—-ensemble verwacht wordt.

Om de gesimuleerde temperaturen theoretisch te kunnen verifiéren, is het in eerste instantie
noodzakelijk om de theoretische temperatuursdistributie te bepalen, besproken in volgende
deelparagraaf. Met behulp van deze deelparagraaf wordt dan in de daaropvolgende sectie de
gesimuleerde temperatuursdistributie getoetst, en de invloed van de integratiestap, de lengte
van de thermostaatketen en de massa van de thermostaatschakels besproken. Vermits ook de
constante energetische grootheid beinvloed kan worden door de keuze van deze grootheden,
is ook het effect van deze thermostaatgrootheden op de energie hier besproken.
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5.2.1 Theoretische temperatuursdistributie

Voor de besproken NVT—- en NPT-ensembles is de temperatuur vooropgegeven. Echter, in
tegenstelling tot bijvoorbeeld de energie in het NV E-ensemble, is deze niet exact behouden,
zelfs indien de discretisatie exact zou zijn. Onderstel immers een algemeen systeem bestaande
uit 7 atomen, met massa’s m; en snelheden v;. Het aantal kwadratische vrijheidsgraden is
algemeen 311, verminderd met het aantal geometrische beperkingen N;, waardoor het aantal
vrijheidsgraden N gegeven wordt door:

Nf =31 — N.. (5.2.1)

Men kan nu op elk moment gedurende de simulatie een ogenblikkelijke temperatuur T; toeken-
nen aan het systeem. Steunend op de equipartitiewet voor de kinetische energie K, is een
logische definitie binnen het kanonisch en isobaar-isotherm ensemble gegeven door:

2
2 2 n m;
T, = K= — o | . 522
Nk kaB 2 z:zu Zy<\/ Nyks A) 622

Het is dus duidelijk dat de distributie van de instantane temperatuur gerelateerd zal zijn aan
de distributie van de snelheidscomponenten. In Appendix B wordt aangetoond dat elke snel-
heidscomponent verdeeld is volgens een Gaussische distributie met gemiddelde 0 en stan-
daardafwijking oy, = VkgT/m;. Gebruikmakende dat voor een willekeurige variabele X en
een constante c de standaardafwijkingen van X en cX gecorreleerd zijn volgens

Ocx = ‘C|(7x, (523)

kan men de standaardafwijking van ieder van de 3n termen aan de rechterzijde van vergelij-
king (5.2.2) bepalen:

ml
o < [ —— kaB ) /kaB = /— voori=1,..,.mA =xy,z. (5.24)

Gebruikmakende van deze eigenschap kan de verdeling van de ogenblikkelijke temperatuur
T; bepaald worden. Zij N (j, o) de Gaussische verdeling met gemiddelde y en standaardafwij-
king ¢. Dan geldt er dus, steunende op vergelijkingen (5.2.2) en (5.2.4):

2
Ti~Y ), [N(y:O,U: 1\2)] , (5.2.5)

i=1A=xy,z

waarbij het symbool ~ staat voor ‘verdeeld volgens’. Als X Gaussisch verdeeld is met gemid-
delde y en variantie ¢ > 0, dan is

2
V= <X_”) (5.2.6)

o

verdeeld als een chi-kwadraatdistributie met één vrijheidsgraad [58]. Gebaseerd op deze eigen-
schap, en met de notatie x*(k) voor de centrale chi—-kwadraatverdeling met k vrijheidsgraden,
voldoet de instantane temperatuur dus aan:

—T ~ i Y Xk=1) (5.2.7)

i=1A=xy,z
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Tabel 5.1: Invloed van de thermostaattijdsconstante Tr op de geconvergeerde grootheden wvoor de
geisoleerde watermolecule op een temperatuur van 300 K, zoals besproken in de tekst.

10 fs 20 fs 30 fs 40 fs 50 fs 75fs 100fs 150 fs
0. /0E,, | 949.68 % 33.24% 31.04% 9.08% 830% 6.08% 3.95% 2.66%
(T) [K] 299.9 300.7 302.6 299.2 299.2 302.6 297.1 295.0
o7 [K] 245.7 244.6 247.0 2432 2430 2398 2315 241.6
Npar 0.48 % 059% 089% 093% 0.87% 4.16% 648% 1.67 %
Acdf 0.06 % 0.07% 021% 0.09% 011% 040% 0.79% 0.40 %

Aangezien in deze som van 37 termen slechts Ny onafhankelijke termen aanwezig zijn, vindt
men ten slotte dat de ogenblikkelijke temperatuur verdeeld is volgens een chi-kwadraatdistri-
butie met Ny vrijheidsgraden, en geschaald is met een factor N¢/T:

N
TfTi ~ x2(k = Ny). (5.2.8)
Hieruit volgt inderdaad dat de gemiddelde ogenblikkelijke temperatuur (T;) gelijk is aan de
opgelegde temperatuur T, terwijl de standaardafwijking kan bepaald worden met behulp van
de eigenschap uit vergelijking (5.2.3) als:

T 2
or = ﬁf(TXZ(k:Nf) = ﬁfT (529)
Op een temperatuur van 300 K en bij een systeem met drie vrijheidsgraden komt dit overeen
met een standaardafwijking ocr = 245 K — althans, indien de implementatie exact zou zijn.
Afwijkingen tussen de gesimuleerde temperatuur en de hier afgeleide theoretische distributie
worden in de volgende deelparagraaf besproken.

5.2.2 Invloed thermostaatmassa, ketenlengte en integratiestap

De verwachte theoretische temperatuursdistributie uit vergelijking (5.2.8) wordt in een simu-
latie niet steeds teruggevonden. Deze discrepantie kan bovendien al dan niet gepaard gaan
met afwijkingen in de behouden energetische grootheid uit de eerste sectie van dit hoofdstuk.
Het doel van deze paragraaf is na te gaan hoe deze afwijkingen beinvloed worden door keuze
van de thermostaattijdsconstante 7r, de lengte van de thermostaatketen m en de grootte van de
Verlet-integratiestap At.

De elementen waarop geconcentreerd wordt, zijn enerzijds de constante grootheid — waar-
voor de verhouding van de standaardafwijking van de constante energetische grootheid tot de
standaardafwijking van de kinetische energie, o /g, beschouwd wordt — en anderzijds de
overeenkomst met de theoretische temperatuursverdeling. Deze laatste overeenkomst wordt
gekwantiseerd met behulp van de gemiddelde gesimuleerde temperatuur (T) en zijn stan-
daardafwijking or, alsook via de histogrammen gegenereerd op basis van de instantane tem-
peratuur. Voor deze histogrammen — waarbij zowel de probabiliteitsdistributiefunctie (pdf) als
de cumulatieve distributiefunctie (cdf) opgesteld worden —is de oppervlakte bepaald tussen de
gesimuleerde en de exacte curve, genormeerd op de oppervlakte onder de exacte curve. Deze
grootheden, respectievelijk A, en A.y¢ genoteerd, zijn afhankelijk van de breedte van de his-
togramintervallen. Echter, in het vervolg van deze tekst zal deze breedte constant gehouden
worden, waardoor deze opmerking geen invloed heeft op de verdere bespreking.
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Figuur 5.3: Links: Verschillende energiebijdragen volgend uit de NV T—simulatie van een geisoleerde
watermolecule met een thermostaattijdsconstante Tr = 10 fs. Rechts: De virtuele potentiéle energie,
geassocieerd aan de thermostaatketen.

In eerste instantie zal de invloed van de thermostaattijdsconstante besproken worden, waarbij
het aantal schakels in de thermostaatketen (m = 3) en de Verlet-integratiestap (At = 0.5 fs) con-
stant blijven, terwijl de thermostaattijdsconstante 7r — en dus eveneens de thermostaatmassa
Q zoals gedefinieerd in vergelijking (3.2.4) — gevarieerd wordt tussen 10 fs en 150 fs. De in-
vloed van deze tijdsconstante op de geconvergeerde grootheden zoals hierboven besproken, is
weergegeven in Tabel 5.1 voor een NV T-simulatie op een geisoleerde watermolecule bij 300 K.

Uit Tabel 5.1 volgt duidelijk dat voor kleine tijdsconstanten weliswaar de theoretische tempe-
ratuursverdeling zeer goed teruggevonden wordt — met afwijkingen kleiner dan 0.1 % in de
cumulatieve distributiefunctie bij 10 fs en 20 fs — maar dat dit gepaard gaat met een standaard-
afwijking van de behouden grootheid die tot honderdmaal groter is dan de standaardafwij-
king van de kinetische energie. Omgekeerd, een grotere tijdsconstante levert een iets slechtere
overeenkomst tussen de gesimuleerde en theoretische temperatuursdistributie — hoewel de
afwijkingen op de probabiliteitsdistributiefunctie nog steeds kleiner zijn dan 1 % — maar be-
houdt de behouden grootheid aanzienlijk beter.

Deze observaties zijn ook visueel duidelijk waar te nemen. In Figuur 5.3 zijn de energiebijdra-
gen weergegeven voor een simulatie in het kanonisch ensemble met een thermostaattijdscon-
stante van 10 fs. Daar waar de totale en kinetische energie van het originele systeem begrensd
blijven, zoals ook te zien in het rechterpaneel van Figuur 5.1, divergeert de constante grootheid,
leidend tot een verhouding o¢ /0%, = 949.68 %. Uit deze figuur blijkt dus dat het linkerlid van
vergelijking (5.1.1) divergeert, terwijl de eerste twee termen van het rechterlid begrensd zijn.
Analyse van de thermostaatgrootheden toont aan dat de divergentie enkel bevat is in de laatste
twee termen van deze vergelijking — dus in de virtuele potentiéle energie. Het rechterpaneel
van Figuur 5.3, waarin deze virtuele potenti€le energie uitgezet is, vertoont immers dezelfde
divergentie als de totale energie in het linkerpaneel van deze figuur.

Uit de bespreking hierboven blijkt dat continu energie toegevoerd wordt aan de thermostaatke-
ten. Dit verschijnsel, dat athankelijk is van de thermostaattijdsconstante, kan verklaard worden
door inspectie van de frequenties die optreden in een watermolecule. Zoals in Figuur 5.9 weer-
gegeven is, vindt men op basis van het gebruikte krachtveld terug dat de normale frequenties
van water gegeven worden door 1365 cm ™!, 3818 cm ™! en 3870 cm !, overeenstemmend met
tijdsconstanten van 24.44 fs, 8.737 fs en 8.619 fs. Eenmaal de tijdsconstante van de thermostaat-
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Figuur 5.4: Vergelijking tussen de gesimuleerde en theoretische instantane temperatuur via de her-
schaalde pdf en cdf voor een 250 ps durende NV T—simulatie van een geisoleerde watermolecule, met een
thermostaattijdsconstante Tr = 10 fs (links), respectievelijk Tr = 100 fs (rechts).

keten voldoende klein is, treden er als gevolg van de koppeling met het systeem resonanties
op met een te kleine tijdsconstante, die niet meer efficiént bemonsterd kunnen worden. Bij
wijze van voorbeeld kan gekeken worden naar een thermostaattijdsconstante van 10 fs. Door
koppeling met de twee laagste karakteristieke tijdsconstanten van water, bekomt men dat er
resonanties optreden met een karakteristieke tijd van 4.63 en 4.66 fs, terwijl de Verlettijdsstap
slechts 0.5 fs bedraagt. Als vuistregel bij het discreet bemonsteren van een tijdssignaal vereist
men dat het signaal per periode ongeveer tienmaal bemonsterd dient te worden. Dit is hier
(net) niet voldaan, hetgeen aanleiding geeft tot de divergentie in de constante energie.

Dit wordt inderdaad geobserveerd in de eerste lijn van Tabel 5.1: daar waar voor thermo-
staattijdsconstanten groter dan 40 fs de afwijkingen op de constante grootheid beperkt blijven,
neemt men een divergerend karakter waar voor 20 fs en 30 fs, dat sterk toeneemt bij 10 fs,
wanneer twee karakteristieke modes beschikbaar zijn. Bij de keuze van de thermostaattijds-
constante dient dus in acht genomen te worden dat deze tijdsconstante niet mag samenvallen
met een eigenfrequentie van het systeem. Dit verschijnsel werd eerder behandeld door Pastore
et al. [59], die eenzelfde energie—overdracht terugvonden in de virtuele kinetische energie bevat
in de Car-Parrinello-Lagrangiaan.

Zoals eerder vermeld, komt de hogere thermostaattijdsconstante ook met een kost: de theo-
retische temperatuursdistributie wordt slechter benaderd na eenzelfde simulatieduur, zoals te
zien in de laatste twee lijnen van Tabel 5.1. Dit verschil is echter nauwelijks merkbaar in de
visuele voorstelling van Figuur 5.4, en is aldus verwaarloosbaar.

Echter, een niet te verwaarlozen effect van de keuze van de thermostaattijdsconstante, en dus
de thermostaatmassa, is de snelheid waarmee de gewenste temperatuur opgelegd wordt. Uit
Algoritme 3.1 blijkt dat de update van de thermostaatsnelheden enkel van deze thermostaat-
massa’s athangen in de tweede van de drie updatestappen (lijnen 4-5 in Algoritme 3.1), en daar
omgekeerd evenredig is met deze massa. Men verwacht dus dat een grotere massa zal leiden
tot een systeem dat trager naar zijn evenwichtstemperatuur evolueert. Dit wordt inderdaad uit
simulaties waargenomen: in Figuur 5.5 is het voortschrijdend temperatuursgemiddelde bere-
kend voor een NV T-simulatie van een geisoleerde watermolecule op 300 K, waarbij de ther-
mostaattijdsconstante tr gevarieerd werd. Dit temperatuursgemiddelde (T) is gedefinieerd op
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Figuur 5.5: Voortschrijdend temperatuursgemiddelde voor een NV T—simulatie van een geisoleerde wa-
termolecule als functie van de simulatieduur voor verschillende thermostaattijdsconstanten tr. Inzet:
Verloop van het temperatuursgemiddelde over de volledige simulatie.

een tijdstip f,, overeenstemmend met het n—de punt in de simulatie, als

n
WW@Z%ZH& (5.2.10)

i=1
Voor de lage tijdsconstanten evolueert het systeem snel naar zijn evenwicht: voor 77 = 10 fs
wordt de opgelegde temperatuur reeds als gemiddelde bereikt na 5 ps. Deze convergentie
naar de evenwichtstemperatuur verloopt echter trager bij hogere tijdsconstanten. Voor de
zwaardere thermostaatmassa’s 77 = 100 fs en 77 = 150 fs valt zelfs na 20 ps de gemiddelde
temperatuur nog niet samen met de opgelegde temperatuur. Zoals echter te zien op de inzet
van deze figuur, is na de volledige simulatieduur elk van de systemen nagenoeg in thermisch
evenwicht op 300 K. Hoewel een zeer snelle equilibratie niet wenselijk is — dit wijst er im-
mers op dat het aanleggen van een thermostaat de dynamica van het origineel systeem te sterk
beinvloedt, is het duidelijk dat een te trage equilibratie de simulatieduur verhoogt. Er dient

dus een evenwicht gevonden te worden tussen beide effecten.

Een tweede eigenschap van de thermostaatketen die de dynamica van het systeem kan bein-
vloeden, is het aantal schakels aanwezig in de keten. Teneinde deze invloed te kwantiseren, is
voor de geisoleerde watermolecule besproken hierboven een simulatie binnen het kanonisch
ensemble uitgevoerd voor twee thermostaattijdsconstanten (77 = 10 fs en 7r = 100 fs), en drie
verschillende ketenlengtes (m = 1, 3 en 6 schakels). De resultaten van deze simulaties op de
eerder besproken validatiegrootheden zijn weergegeven in Tabel 5.2.

Uit Tabel 5.2 volgt dat een langere keten voor een behouden grootheid zorgt die meer variatie
vertoont dan in het geval van een enkelvoudige schakel. Dit is niet zo verwonderlijk: hoe meer
schakels de thermostaatketen bevat, hoe sterker de constante energie E. afwijkt van de totale
energie E = K + V. Zonder thermostaatketen zou deze afwijking terugvallen op de afwijking
verwacht voor een simulatie volgens het microkanonische ensemble, hetgeen ongeveer een
grootteorde kleiner is. Deze invloed op de standaardafwijking van de behouden grootheid
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Tabel 5.2: Invloed van de ketenlengte op de geconvergeerde grootheden voor de geisoleerde water-
molecule op een temperatuur van 300 K, zoals besproken in de tekst.

1 schakel 3 schakels 6 schakels
10 fs 100 fs 10 fs 100 fs 10 fs 100 fs
0. /0, | 15.09% 2.88% 949.68 % 3.95% 2959.66 % 7.85%
(T) [K] 300.0 300.0 299.9 297.1 299.2 303.8
or [K] 240.4 224.0 245.7 231.5 244.5 233.1
Dpaf 463% 1280% 048%  6.48% 0.69 % 8.50 %
Acar 031% 1.13% 0.06% 0.79 % 0.07 % 0.90 %

Tabel 5.3: Invloed van de Verlet-integratiestap op de geconvergeerde grootheden voor de geisoleerde
watermolecule op een temperatuur van 300 K, zoals besproken in de tekst.

At = 0.25fs At = 0.50 fs
10 fs 100 fs 10 fs 100 fs
0. /0g,, | 11253 % 0.84% 949.68 % 3.95 %

(T) [K] 299.2 296.5 299.9 297.1

or [K] 243.3 224.3 245.7 231.5

Apdf 0.83 % 1021 %  0.48 % 6.48 %
Acas 0.09 % 1.19 % 0.06% 0.79 %

is vooral opvallend bij een thermostaattijdsconstante van 10 fs. Eerder werd gevonden dat
voor deze tijdsconstante de behouden grootheid divergeert ten gevolge van een inefficiénte
bemonstering. Deze divergentie neemt sterk toe met het aantal schakels, aangezien ieder van
deze schakels met dezelfde frequentie beweegt, en de koppeling van deze frequentie met de
karakteristieke frequenties van de watermolecule aanleiding geven tot te snelle resonanties. De
behouden grootheid vertoont dus kleinere fluctuaties bij kortere ketens.

Het doel van deze ketens, zoals verklaard in Hoofdstuk 3, was ervoor te zorgen dat de be-
weging van het origineel systeem voldoende chaotisch is opdat de volledige beschikbare fa-
seruimte zou bemonsterd worden, en aldus het ergodisch principe geldig is. Dit vindt men
ook terug in de laatste vier regels van Tabel 5.2: hoewel voor elke ketenlengte de gemiddelde
temperatuur zo goed als samenvalt met de opgelegde temperatuur, wordt de correcte tem-
peratuursdistributie het best teruggevonden bij drie schakels. Zowel voor een kleiner aantal
schakels (vanwege de schending van het ergodisch principe) als voor een groter aantal schakels
(sterkere verstoring van het systeem) vindt men een slechtere overeenkomst. De keuze van de
ketenlengte zal dus athangen van het systeem waaraan een thermostaat aangelegd wordt: voor
systemen met weinig vrijheidsgraden zal de keten langer dienen te zijn om te voldoen aan het
ergodisch principe, terwijl men de thermostaatketen kan inkorten voor grotere systemen. Het
is echter telkens raadzaam het effect van de lengte van de thermostaatketen op de tempera-
tuursdistributie te bepalen.

Een laatste eigenschap van de thermostaatketen die de systeemeigenschappen kan beinvloe-
den, is het tijdsinterval tussen het aanroepen van de thermostaatketen. In dit werk wordt
de thermostaatketen op elke tijdsstap aangeroepen, zodat dit tijdsinterval zich herleidt tot de
Verlet-integratiestap At. Naast de gebruikelijke tijdsstap At = 0.50 fs zijn simulaties uitgevoerd
met de gehalveerde integratiestap At = 0.25 fs, waarbij de totale simulatieduur ongewijzigd
blijft. De resultaten hiervan zijn, voor twee tijdsconstanten, weergegeven in Tabel 5.3.



HOOFDSTUK 5. VALIDATIEMETHODES 99

Hoewel deze integratiestap de temperatuursdistributie nauwelijks lijkt te beinvloeden, is er een
duidelijke verbetering waar te nemen voor de behouden grootheid bij kleinere integratiestap-
pen. Dit is niet verwonderlijk: uit vergelijking (2.2.40), met P = t/At, volgt immers dat de fout
geintroduceerd via de Trotterexpansie van de orde exp((At)?) is. Een kleinere integratiestap At
zal dus ook de bijhorende discretisatiefout verkleinen. Aangezien deze discretisatiefout samen
met de numerieke afrondingen de enige oorzaken zijn van de fluctuaties op de constante groot-
heid - theoretisch zouden deze fluctuaties namelijk wegvallen — zal een reductie van At leiden
tot een behouden grootheid die minder fluctueert. Uiteraard dient dit afgewogen tegenover de
langere simulatieduur: voor een halvering van de integratiestap wordt de computationele kost
verdubbeld, terwijl de temperatuursdistributie in Tabel 5.3 niet substantieel beter benaderd
wordt.

5.3 Invloed van de barostaat

Net zoals de toevoeging van een thermostaat zal ook de toevoeging van een barostaat de bewe-
gingsvergelijkingen van het originele systeem beinvloeden, zodat de inwendige druk van het
systeem overeenstemt met de opgelegde externe druk. Een complete validatie van de barostaat
zou dan ook de gesimuleerde drukdistributie dienen te vergelijken met de theoretische dis-
tributie, gebaseerd op de inwendige druktensor

LPiOp - v
E pz ‘pl — .:,] , met EJ;IK = Z Z(}"]',V — 7’1‘,“ + Rn”l)W. (531)
-1 M ijn,x

i<'j n

1
P... = —
int Vv

Het is echter duidelijk dat dit niet zo voor de hand liggend is als bij de theoretische tempera-
tuursdistributie, die kon afgeleid worden op basis van de Maxwell-Boltzmannverdeling. Voor
de inwendige druktensor is naast de verdeling van de snelheden immers ook de volumedis-
tributie en de distributie van de viriaaltensor noodzakelijk. Daarom zal de bespreking hier zich
beperken tot de bespreking van de gemiddelde druk en de standaardafwijking als functie van
de verschillende barostaateigenschappen, zonder de volledige distributie te vergelijken.

Een tweede observatie die de validatie van de barostaat bemoeilijkt, zijn de fluctuaties in de
inwendige druk, die verscheidene grootteordes groter kunnen zijn dan de opgelegde externe
druk, zoals zichtbaar is in het linkerpaneel van Figuur 5.6. In deze figuur is de inwendige
druk als functie van de tijd in de simulatie weergegeven, voor een opgelegde externe druk van
0.10 MPa, waarbij de inwendige druk uitgemiddeld werd over een tijdsbereik van 1, 10 en 100 fs
—bemerk dat een tijdsbereik van 0.5 fs zou overeenstemmen met het origineel signaal. Voor dit
origineel signaal en de uitgemiddelde waarden over een tijdsbereik kleiner dan 100 fs bemerkt
men fluctuaties van de orde GPa - 10000 keer groter dan de opgelegde druk. Dit effect verkleint
weliswaar bij het kiezen van een groter tijdsbereik waarover uitgemiddeld wordt, maar zelfs
na een uitmiddeling over 100 fs zijn de fluctuaties van de orde 100 MPa.

Deze observatie sterkt het vermoeden dat de barostaat heel traag naar zijn evenwichtswaarde
zal convergeren, hetgeen ook bevestigd wordt in het rechterpaneel van Figuur 5.6. In deze
figuur is de probabiliteitsdichtheidsfunctie van de inwendige druk uitgezet. Deze distributie
werd verkregen door de inwendige druk te beschouwen in elk punt van de simulatie, star-
tend van het laatste punt, en terugwerkend tot de simulatieduur in de legende bereikt is. Het
is duidelijk dat de distributie nog niet volledig geconvergeerd is, daar de distributie gepiek-
ter wordt naar het einde van de simulatie toe. De gemiddelde inwendige druk horende bij
deze distributie, —0.35 MPa, valt dan ook nog niet samen met de opgelegde externe druk van
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Figuur 5.6: Verdeling van de inwendige druk voor een NPT—simulatie van 512 koolstofatomen in de
diamantstructuur bij een opgelegde temperatuur T = 300 K en een opgelegde druk P = 0.1 MPa,
met tijdsconstanten tr = 100 fs en Tp = 1000 ps en een integratiestap At = 0.5 fs. Links: De
inwendige druk als functie van de simulatieduur, uitgemiddeld over drie verschillende tijdsbereiken.
Rechts: Distributie van de inwendige druk voor verschillende simulatieduren.

0.10 MPa. Bovendien leiden verschillende beginconfiguraties tot drukdistributies die nog niet
samenvallen na een simulatie van 700 ps, hetgeen aantoont dat op deze tijdschaal het ergodisch
principe nog niet voldaan is.

Hoewel de trage convergentie van de barostaat een gekend probleem is [60], zijn er verschei-
dene argumenten die de keuze voor diamant als testsysteem niet optimaal maken. Diamant
is een rigide structuur, waardoor uitwisseling van energie tussen de verschillende vrijheids-
graden minder vlot verloopt dan bij buigzamere materialen. Bovendien werd een minimaal
krachtveld gebruikt voor het opstellen van de PES, waarbij enkel harmonische termen in de
bindingslengte en de bindingshoeken gedefinieerd werden, samen met een MM3—-vanderwaals-
bijdrage. Deze laatste bijdrage is primordiaal in het vinden van een thermisch evenwicht, zoals
gebleken is uit een voorafgaande simulatie in het microkanonisch ensemble.

Deze argumenten in acht genomen, lijkt het voor de hand liggend de kwaliteit van de barostaat
te valideren aan de hand van simulaties op MIL-53(Al), dat een veel minder rigide structuur
bezit, en waarvoor het krachtveld geoptimaliseerd werd met het oog op het nabootsen van
het kwantummechanisch gedrag. In het vervolg van dit paragraaf zullen dan ook enkel si-
mulaties op dit nanoporeus materiaal behandeld worden, gebruikmakend van het krachtveld
ontwikkeld door Vanduyfhuys et al. [6], waarbij de sterkte ¢ van de vanderwaalskracht her-
schaald is met een factor 0.85 teneinde een correct energieverschil tussen de open en gesloten
MIL-53(Al)-structuur terug te vinden. Tenzij anders vermeld, worden deze simulaties uitge-
voerd op een druk van 10 MPa en een temperatuur van 300 K, met respectievelijke tijdscon-
stanten 77 = 100 fs en 7p = 1000 fs en een Verlet-integratiestap die 0.5 fs bedraagt. De een-
heidscel voor de simulatie bestaat uit 152 atomen (overeenstemmend met twee conventionele
eenheidscellen voor MIL-53(Al)), terwijl een enkelvoudige Nosé-Hooverthermostaatketen ge-
bruikt wordt. Wegens computationele beperkingen zijn deze simulaties beperkt tot een maxi-
male simulatieduur van 500 ps.
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Figuur 5.7: Drukgemiddelde voor een N PT—simulatie van een periodieke MIL-53(Al)—structuur, bere-
kend als gemiddelde over de instantane inwendige druk over de gegeven simulatieduur voor verschillende
barostaattijdsconstanten Tp.

Tabel 5.4: Invloed van de barostaattijdsconstante Tp op de geconvergeerde grootheden voor een periodiek
MIL-53(Al)—rooster bij een externe druk van 10 MPa, zoals besproken in de tekst.

100fs 200fs 300fs 400fs 500fs 750fs 1000fs 1500 fs
0. /0, | 725% 744% 758% 7.67% 8.60% 864% 959% 957%
(P)[MPa] | 1036 997 998 1002 997 1005 978  9.92
op [MPa] | 587.1 5354 537.32 5486 5521 5564 5525 5522

5.3.1 Invloed van de barostaat op drukgerelateerde grootheden

Net als bij de bespreking van de thermostaat zal voor de validatie van de barostaat de gemid-
delde interne druk, zijn standaardafwijking en de fluctuaties op de energetische grootheid uit
de eerste sectie van dit hoofdstuk behandeld worden; dit laatste via de grootheid of_ /o, . De
constante energetische grootheid van beweging E. is in dit ensemble gegeven door vergelijking
(4.3.10), terwijl voor de bepaling van de drukdistributie de eerste 100 ps van de simulatie niet
beschouwd worden wegens equilibratiedoeleinden.

In Tabel 5.4 is de invloed weergegeven van de barostaatmassa op de hierboven besproken
grootheden, voor een simulatie op 10 MPa. De meest opvallende observatie hier is de grootte
van de standaardafwijking op ten opzichte van de gemiddelde waarde (P), hetgeen reeds in
Figuur 5.6 duidelijk was voor diamant, en hier dus bevestigd wordt voor MIL-53(Al) met een
verhouding op/(P) = 55. Voorts blijkt de fout op de constante grootheid nagenoeg constant
als functie van de barostaatmassa, in tegenstelling tot hetgeen waargenomen werd voor de
thermostaat in Tabel 5.1. De gebruikte barostaattijdsconstanten zijn immers veel groter dan de
karakteristieke tijdsconstanten van het systeem, zodat de koppeling tussen de barostaat en het
systeem hier — in tegenstelling tot bij de thermostaat — niet leidt tot resonanties die inefficiént
bemonsterd worden.
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Tabel 5.5: Invloed van de opgelegde druk P op de geconvergeerde grootheden voor een periodiek MIL—
53(Al)—rooster bij een barostaattijdsconstante tp = 1000 fs, zoals besproken in de tekst.

P[MPa] | 1073 1072 1071 10° 10* 102 10°

or./oE,, | 890% 843% 9.11% 9.77% 9.08% 877% 8.65%
(Py/P | —333 —506 —0226 103 0991  1.00 1.00

op [MPa] | 555.6 558.0 5394 5469 5519 5934 6324

Tabel 5.6: Invloed van de Verlet—integratiestap op de geconvergeerde grootheden voor een periodiek
MIL-53(Al)-rooster bij een externe druk van 10 MPa, zoals besproken in de tekst.

At =025fs At =050 fs
100fs 1000fs 100fs 1000 fs
0r,/0r,. | 325% 414% 7.25% 9.59%
(P)[MPa] | 973 994 1036  9.78
op [MPa] | 502.74 5265 5871 5525

Ook wat betreft de gesimuleerde druk zijn voor een opgelegde druk van 10 MPa de afwijkingen
tussen het gesimuleerde drukgemiddelde en de opgelegde druk te verwaarlozen ten opzichte
van de standaardafwijking van de interne druk. Er kan dus besloten worden dat de barostaat-
massa de dynamica van het systeem veel minder beinvloedt dan de thermostaatmassa, be-
halve uiteraard wat betreft de snelheid waarmee het evenwicht bereikt wordt. In Figuur 5.7 is
het voortschrijdend drukgemiddelde weergegeven als functie van de simulatieduur. Uit deze
figuur volgt dat, analoog aan de bespreking bij de thermostaat, een grotere barostaattijdscon-
stante leidt tot een tragere equilibratie van de inwendige druk. Op basis van zuiver drukgere-
lateerde grootheden lijkt een kleinere barostaattijdsconstante, van de orde 200-300 fs, dus het
snelst naar een correcte inwendige druk te convergeren. Net zoals bij de bespreking van de
thermostaat dient hier een evenwicht gevonden te worden tussen een equilibratie die niet te
snel is, zodat de dynamische grootheden van het origineel systeem niet te sterk verstoord wor-
den, maar evenmin te traag is en zo zou leiden tot te lange simulaties.

In Tabel 5.4 blijkt de gemiddelde inwendige druk na een simulatie van 500 ps slechts enkele
tienden van een procent af te wijken op de aangelegde interne druk. Echter, gezien de grote
fluctuaties in de inwendige energie, is het niet onlogisch dat bij lagere drukken de relatieve
afwijking op de aangelegde druk veel groter kan zijn, zoals het diamantvoorbeeld bij het begin
van deze sectie aantoonde. In Tabel 5.5 zijn de validatiegrootheden weergegeven voor NPT-
simulaties met een duur van 500 ps bij verschillende externe drukken, maar met een constante
barostaatmassa. Uit deze tabel is duidelijk dat drukken kleiner dan ongeveer 0.1 MPa niet als
gemiddelde bereikt worden na deze simulatieduur, terwijl hogere drukken wel goed beschre-
ven worden in de simulatie. Voor deze lagere drukken zal het aldus noodzakelijk zijn langer te
simuleren, gebruik te maken van een multistapintegrator, of het aantal atomen in de simulatie-
cel te vergroten [61]. Men verwacht immers dat op/(P) ~ 1/ V/N, met N het aantal atomen,
zodat de fluctuaties zullen afnemen bij grotere simulatiecellen, en zodoende de opgelegde druk
correcter benaderd wordt.

De laatste barostaatparameter die hier besproken wordt, is de periode tussen het opeenvolgend
aanroepen van de barostaat. Voor de simulaties in dit werk wordt de barostaat op elke tijdsstap
aangeroepen, waardoor deze periode gelijk is aan de Verlet-integratiestap At. Om de invloed
hiervan te bespreken, is naast de gebruikelijke integratiestap At = 0.50fs, deze ook gehalveerd
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Figuur 5.8: Evolutie van de celparameters voor een simulatiecel van MIL-53(Al) in een NPT-
simulatie bij een opgelegde temperatuur T = 300 K en een opgelegde druk P = 10 MPa, met tijds-
constanten Tr = 100 fs en Tp = 1000 ps en een integratiestap At = 0.5 fs. Eveneens weergegeven is
het zijaanzicht (links) en het bovenaanzicht (rechts) van een conventionele MIL-53(Al)—eenheidscel in
de open structuur, met aanduiding van de simulatiecelparameters.

tot 0.25 fs bij barostaattijdsconstanten van 100 en 1000 fs, terwijl de totale simulatieduur con-
stant blijft. Uit de resultaten in Tabel 5.5 blijkt dat het verkleinen van deze integratiestap zowel
de fluctuaties op de behouden grootheid als op de druk verkleint, maar weinig effect heeft op
de gemiddelde gesimuleerde druk. Het verkleinen van de fluctuaties op de behouden groot-
heid is verwacht, op basis van dezelfde redenering als gevolgd bij de thermostaat: door de
eindige Trotterdiscretisatie van de bewegingsvergelijkingen worden fouten geintroduceerd die
schalen met exp((At)?).

5.3.2 Invloed van de barostaat op de celparameters van MIL-53(ADnp

In voorgaande paragraaf werd de invloed van de barostaatparameters op de theoretische be-
houden grootheid en de drukdistributie bepaald. Vooral de invloed van de barostaattijdscon-
stante bleek beperkt te zijn binnen een bepaald bereik. Bij een typische simulatie in het isobaar—
isotherm ensemble ligt de interesse echter vaker bij experimenteel toegankelijkere grootheden,
zoals bijvoorbeeld de vorm van de eenheidscel van het beschouwde rooster. In deze para-
graaf zal dan ook de invloed van de barostaatmassa en de Verlet-integratiestap op de vorm
van de simulatiecel voor MIL-53(Al)np bepaald worden. Hierbij wordt gewerkt met dezelfde
simulatieparameters als vermeld in voorgaande paragraaf. De vorm zal vervolgens vergeleken
worden met de experimentele waarden op kamertemperatuur en atmosfeerdruk verkregen via
X-stralendiffractie—experimenten op een poeder van MIL-53(Al)np [62].

In Figuur 5.8 is het typische verloop van de celparameters van MIL-53(Al) weergegeven als
functie van de simulatieduur in een NPT-simulatie bij 300 K en 10 MPa. De initiéle configu-
ratie waarbij de simulatie start, is weergegeven in zijaanzicht (linkerpaneel) en bovenaanzicht
(rechterpaneel) met aanduiding van de celparameters, en is de zogenaamde open structuur. De
hoeken «, B en <y zijn gedefinieerd als de hoeken ingesloten door de celvectoren ben ¢, aenc,
respectievelijk a en b. Bemerk dat de simulatiecel bestaat uit twee eenheidscellen, waarbij twee
conventionele eenheidscellen langsheen de b—as beschouwd worden. Op deze manier zijn de
drie cellengtes voor de open structuur nagenoeg gelijk (13.2, 16.7 en 12.8 A), hetgeen toelaat
de krachten efficiénter te evalueren. Bij voldoend hoge druk gaat deze open structuur vrijwel
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Tabel 5.7: Invloed van de barostaatmassa op de gesimuleerde celparameters voor MIL-53(Al)np bij een
extern aangelegde druk van 10 MPa.

100fs 200fs 300fs 400fs 500fs 750fs 1000fs 1500 fs | Exp [62]
a[A]| 1948 1948 1948 19.48 1948 1948 1948 19.48 20.82
b[A] | 6518 6.518 6518 6.518 6518 6.518 6518  6.518 6.607
c[A] | 6540 6.530 6.534 6.539 6530 6529 6517  6.521 6.871
a[°] | 90.00 90.00 90.03 89.99 90.01 89.99 90.01 90.03 90.00
BI°] | 90.00 90.00 90.00 90.00 90.00 90.00 90.01 90.00 90.00
Y[°] | 96.20 9624 9622 9624 96.26 83.77 96.22 96.32 113.95

Tabel 5.8: Invloed van de Verlet—integratiestap op de gesimuleerde celparameters voor MIL-53(Al)np
bij een extern aangelegde druk van 10 MPa.

At =0.25fs At =0.50 fs
100 fs 1000 fs 100 fs 1000 fs
a[A] | 1948 1948 1948 1948 20.82
b[A] | 6519 6517 6518 6.518 6.607
c[A] | 6537 6540 6540 6.517 6.871
a[°] | 90.03 90.00 90.00 90.01 90.00
BI°] | 89.99 90.00 90.00 90.01 90.00
y[°] | 83.88 9626 96.20  96.22 113.95

Exp [62]

onmiddellijk over naar de gesloten structuur — hierbij wordt gerefereerd aan Hoofdstuk 6 voor
een kwantitatieve definitie van het begrip ‘onmiddellijk’. Indien de eerste 100 ps van de simu-
latie niet in rekening gebracht worden, wordt dus enkel de gesloten structuur bemonsterd.

In Tabellen 5.7 en 5.8 zijn de gemiddelde waarden van de celparameters van een conventionele
MIL-53(Al)—-eenheidscel weergegeven, zoals bepaald uit een MD-simulatie in het isobaar—
isotherm ensemble bij 10 MPa en 300 K, waarbij de eerste 100 ps van de simulatie niet in reke-
ning gebracht zijn. Men bemerkt de opvallende onafhankelijkheid van deze celparameters van
de barostaatmassa en de integratiestap, hetgeen er dus op wijst dat de keuze van deze groothe-
den in grote mate vrij is. Bovendien komen deze celparameters in goede mate overeen met de
experimenteel geobserveerde waarden, rekening houdend dat de simulatie op een hogere druk
uitgevoerd is dan het experiment. De enige aanzienlijke afwijking is terug te vinden op de hoek
. Aangezien de structuur symmetrisch is onder de omklapping v — 7 — <y, betekent dit even-
eens dat de hoek van 83.77° equivalent is met 96.23°, en dus aansluit bij de andere resultaten,
die ongeveer 17° afwijken ten opzichte van de experimentele data op atmosfeerdruk.

Uit deze simulaties zou men kunnen afleiden dat de invloed van de barostaatparameters op
de gesimuleerde grootheden beperkt is. Zoals echter zal blijken bij de bespreking van het ade-
mend gedrag van MIL-53(Al) in Hoofdstuk 6.3 heeft deze barostaatmassa wel degelijk een
niet-verwaarloosbare invloed op dynamische grootheden, waarbij het tijdsgedrag expliciet van
belang is.

5.4 Vermogensspectrum

Als laatste validatiemethode zal het vermogensspectrum van de geisoleerde watermolecule
en de periodieke MIL-53(Al)-structuur besproken worden in het kanonisch, respectievelijk
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isobaar-isotherm ensemble. Hiervoor wordt eerst op basis van elk van de scalaire snelheids-
componenten v; , een partieel frequentiespectrum S;;, gedefinieerd via de discrete fouriertrans-
formatie van deze snelheidscomponenten, volgens

a+l1—1
.mk [—1
Siy (kAf) = Z vlp, ) exp [—271]1} , voork =0,..., {ZJ . (5.4.1)

Hierbij zijn enkel de atomaire snelheden vanaf het simulatiemoment aAt tot (a +1 — 1)At in
rekening gebracht — met dus een totale simulatieduur /At, en is Af de frequentiestap, bepaald
door Af = 1/(IAt). Aangezien enkel de positieve frequenties in rekening gebracht worden,
is de maximale frequentie die mogelijkerwijze bevat kan zijn in dit spectrum gegeven door

S = AfLIT=1)/2].
Op basis van dit partieel frequentiespectrum S;, kan nu het vermogensspectrum P bepaald

worden na sommatie over alle componenten y = x,y,z en atomen i = 1,...,n van de gekwa-
drateerde absolute frequentiespectra:

P(kAf) = i Y Sy (kaf)|? voork =0,..., V_zlJ (5.4.2)

i=1p=xyz

Dit vermogensspectrum bevat veel informatie. In eerste instantie worden uiteraard de eigen-
frequenties van het systeem blootgelegd. Aangezien deze frequenties ook via een statische
NMA-berekening kunnen bepaald worden — in dit werk wordt gebruikgemaakt van het si-
mulatiepakket TAMkin [63] — geldt dit spectrum als een extra validatiemethode. Bovendien
kan uit deze frequenties eveneens de vibrationele temperatuur bepaald worden, die, zoals in
Hoofdstuk 6.2 aangetoond, kan aangewend worden om te bepalen of de klassieke benadering
gebruikt in Moleculaire Dynamica overeenstemt met hetgeen men op zuiver kwantummecha-
nische wijze zou berekenen. Ten slotte kunnen uit dit frequentiespectrum ook de thermostaat-
bijdragen geéxtraheerd worden, hetgeen de in Hoofdstuk 5.1 vermelde resonantie tussen een
eigenmode van het systeem en de thermostaatketen kan verklaren.

5.4.1 Het vermogensspectrum van water uit een NV T-simulatie

Dankzij het beperkt aantal vrijheidsgraden in een geisoleerde watermolecule — wegens be-
houd van massamiddelpuntsimpuls en impulsmoment zijn er slechts drie overblijvende vrij-
heidsgraden — zal het vermogensspectrum van water eenvoudig te interpreteren zijn. Met
iedere vrijheidsgraad correspondeert immers een eigenmode met bijhorende eigenfrequentie
w;j, waardoor een vermogensspectrum met drie pieken verwacht wordt. Op basis van een DFT-
berekening (met de BSLYP-functionaal en de 6-311+G(d,p) basisset) worden de drie eigenfre-
quenties berekend als 1603 ecm~—1, 3818 em ! en 3923 cm L. Deze frequenties stemmen overeen
met de zogenaamde bending mode, en de symmetrische en antisymmetrische stretching mode
van water.

In Figuur 5.9 is het vermogensspectrum in het blauw weergegeven, zoals dit volgt uit de NV T-
simulatie van de geisoleerde watermolecule uit het rechterpaneel van Figuur 5.1. Men bemerkt
inderdaad drie pieken, die nagenoeg samenvallen met de eigenfrequenties bepaald uit een
DFT-berekening (aangeduid in het groen). Bovendien blijken er additionele kleine piekjes te
ontstaan rond de in het bruin aangeduide frequenties. Deze frequenties stemmen overeen met
een koppeling tussen de thermostaat en het systeem. Deze koppeling is een direct gevolg van
de eerste term in het rechterlid van vergelijking (3.4.32). Immers, substitueren van vergelijking
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Figuur 5.9: Gesimuleerd frequentiespectrum voor de geisoleerde watermolecule uit Figuur 5.1, met
een thermostaattijdsconstante T = 100 fs, als functie van het spectroscopisch golfgetal. In het groen
zijn locaties van de eigenfrequenties van het systeem aangeduid (op basis van een statische berekening),
terwijl in het bruin de koppeling van deze eigenfrequenties met de thermostaat weergegeven zijn.

(3.4.31) in vergelijking (3.4.32) levert:

Prr) Pl dr)

gz = M 0, T — FE(t), voori=1,..,n, (5.4.3)

m;j

met F; = V,,V(r'"). Na Taylorexpansie van deze uitdrukking in de verplaatsingen x; = r; — r;,
waarbij 0F;/dx; = 0 in het evenwichtspunt, bekomt men in matrixnotatie

d2x(¥) _p/g,l(tl)de(t/)

M dr? Q1 dr’

— Hx(t), (5.4.4)

waarbij M de (31 x 3n) massamatrix voorstelt, H de (3n x 3n) Hessiaan is, en x een 3n—dimen-
sionale vector is die de verplaatsingen langsheen de verschillende eigenmodes voorstelt.

Met behulp van de theorie rond fouriertransformatie kan deze uitdrukking vanuit het tijds-
domein naar het frequentiedomein getransformeerd worden. Rekening houdend met de tijds-
afhankelijkheid bevat in p; ; en x levert dit:

PMu(w) = _(341; {pg,l(t/)dz(tf’) } (@) — Hy(w)
f / / w
- jw Ut} )*Mv(w)—Hv(w), (5.4.5)

Q1

met v = F{x(t)}, en waarbij * de convolutieoperator voorstelt. Onderstel nu dat p;, een
signaal is dat bestaat uit een som van cosinusmodes: p; ; (') = ¥, cm cos(wmt'). Aangezien

F{cos(wmt') }Hw) = ;/_o; lexp(jwmt') + exp(—jwmt’)) exp(—jwt’)dt’

- g[é(w—wm) +6(w + wm)], (5.4.6)
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wordt het fouriergetransformeerde pé/l—signaalz

Fipea(t Zcm W — W) + 8(w + wm)] . (5.4.7)

In vergelijking (5.4.5) treden dus convoluties op van v(w) met de verschoven é—distributies
d(w = wy,). Het resultaat van deze convolutie is een som van verschoven v-signalen, zo dat

(H— ®M)v(w) = J&% Y enM [v(w — W) + v(w + wp)]. (5.4.8)

De eigenfrequenties w, van het ongestoorde systeem kunnen gevonden worden door in vorige
vergelijking c,, = 0 te stellen, voor alle m, en zodoende de thermostaat af te schakelen. Voor het
systeem met thermostaat zullen de eigenfrequenties w; moeten voldoen aan de volledige verge-
lijking (5.4.8). Op basis van het rechterlid van deze vergelijking wordt aldus een verschuiving
van de pieken over +w,, verwacht, met w,, de frequenties waarmee de thermostaat aange-
dreven wordt. Zij Tr de tijdsconstante waarvoor de thermostaat berekend is, dan wordt hier-
aan een frequentie fr = 1/7r geassocieerd. Voor de hier gebruikte thermostaattijdsconstante
van 100 fs betekent dit een frequentie ¢ = 1/(ctr) = 334 cm™!, hetgeen ook uit Figuur 5.9
volgt.

Met behulp van dit frequentiespectrum kan ook een maximale vibrationele temperatuur be-
paald worden, via

h
®vib,max = ];{n;ax = 5644 K. (549)

Dit betekent dat enkel voor temperaturen hoger dan 5644 K de kwantummechanische som
over energie—eigenmodes in de partitiefunctie mag vervangen worden door een integraal over
de faseruimte. De consequenties van deze hoge vibrationele temperatuur op de gesimuleerde
grootheden is besproken in Hoofdstuk 6.2.

5.4.2 Het vermogensspectrum van MIL-53(Al)np uit een NPT-simulatie

Het vermogensspectrum van de gesloten MIL-53(Al)—structuur, zoals weergegeven in Figuur
5.10, is complexer dan dat van de geisoleerde watermolecule uit de vorige paragraaf. Dit
wordt veroorzaakt door de toename van het aantal vrijheidsgraden. Met 152 atomen in de
simulatiecel en enkel behoud van massamiddelpuntsimpuls bevat dit systeem 453 vibrationele
eigenmodes, en evenveel eigenfrequenties. Door de opeenhoping van de discrete pieken zal -
vooral bij lage frequenties, waar er veel zulke pieken zijn — een meer continu spectrum ontstaan,
waardoor het moeilijker wordt de eigenmodes horende bij deze frequenties te connecteren aan
bepaalde functionele groepen. Voor de koolstof-koolstof- en de koolstof-zuurstofbindingen
verwacht men telkens frequenties bevat tussen de 800 en 1900 cm !, terwijl de bewegingen
waarbij het zwaardere metaaloxide aangeslagen wordt, gekenmerkt worden door lagere fre-
quenties. In Figuur 5.10 bemerkt men in dit frequentiebereik inderdaad de verwachte opho-
ping van pieken.

Aan de hogere frequenties kan echter wel eenduidig een beweging gehecht worden. Uit een
statische NMA-berekening volgt dat de hoogste frequenties gebruikmakende van het eerder
vermelde krachtveld gegeven worden door 1690 cm 1, 3219 cm ™! en 3736 cm !, overeenstem-
mend met de stretching eigenmodes van de dubbele koolstof-koolstofbinding, en de enkel-
voudige koolstof-waterstof en zuurstof-waterstofbinding. Deze laatste frequentie komt inder-
daad vrijwel overeen met hetgeen eerder in de simulatie van een geisoleerde watermolecule
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Figuur 5.10: Gesimuleerd frequentiespectrum voor MIL-53(Al)np uit Figuur 5.8, met een thermostaat-
tijdsconstante van 100 fs en een barostaattijdsconstante van 1000 fs, als functie van het spectroscopisch

golfgetal.

teruggevonden werd, op afwijkingen na die te wijten zijn aan de verschillende atomaire omge-
ving voor beide molecules. Aangezien de hoogste frequentie ook hier bepaald wordt door een
zuurstof-waterstofbinding, zal de vibrationele temperatuur van MIL-53(Al) nagenoeg gelijk
zijn aan die van water:

h
Ovib,max = ];cn;ax = 5382K, (5.4.10)

opnieuw leidend tot dezelfde consequenties wat betreft het vervangen van de kwantumme-
chanische sommatie tot een klassieke integraal.

Bemerk eveneens de schijnbare afwezigheid in Figuur 5.10 van de pieken geintroduceerd door
de koppeling van de thermostaat en barostaat met het systeem. Deze schijnbare afwezigheid is
het gevolg van de degeneratie van de verschillende eigenmodes, die ervoor zorgen dat de
pieken veroorzaakt door deze eigenmodes veel sterker zijn dan de eventuele thermostaat-
pieken. Bemerk bovendien dat de barostaatpieken overeenstemmen met een grotere tijdscon-
stante, en dus een kleinere frequentie. Bijgevolg zal de koppeling van de barostaat met het
systeem leiden tot pieken die veel dichter bij de originele pieken gelegen zijn, waardoor de
barostaatpieken verdwijnen in de veel grotere pieken bij de eigenfrequenties van het systeem.

5.4.3 Invloed van de thermostaatmassa’s op het vermogensspectrum

Om de beweringenmet betrekking tot de koppeling tussen de thermostaat en het systeem in de
bespreking hierboven te staven, zal het frequentiespectrum geassocieerd aan eenzelfde NV T-
simulatie als in Figuur 5.9 gegenereerd worden, maar met een verschillende thermostaattijds-
constante. Uit de verklaring hierboven zouden dan ook de pieken veroorzaakt door de kop-
peling tussen het systeem en de thermostaat moeten verschuiven.

In Figuur 5.11 is het resultaat van een NV T-simulatie op een geisoleerde watermolecule weer-
gegeven, met dezelfde parameterwaarden als gebruikt in Figuur 5.1, behalve een gewijzigde
thermostaattijdsconstante van 50 fs. Bij deze lagere thermostaattijdsconstante hoort een hogere
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Figuur 5.11: Links: Gesimuleerd frequentiespectrum voor het de geisoleerde watermolecule wit Figuur
5.1, maar met een thermostaattijdsconstante Tr = 50 fs, als functie van het spectroscopisch golfgetal.
In het groen zijn locaties van de eigenfrequenties van het systeem aangeduid (op basis van een statische
berekening), terwijl in het bruin de koppeling van deze eigenfrequenties met de thermostaat weergegeven
zijn. Rechts: Gesimuleerd frequentiespectrum behorende bij de thermostaatvariabelen van de simu-
latie in het linkerpaneel, met aanduiding van de verwachte thermostaatpieken (groen) en de onderlinge

koppeling (bruin).

frequentie van 667 cm~!. Dit betekent dat men verwacht dat de pieken ontstaan door de
koppeling tussen de thermostaat en het originele systeem ongeveer 667 cm~! verwijderd zijn
van de pieken overeenstemmend met de eigenfrequenties van het systeem. Dit is inderdaad
duidelijk in het linkerpaneel van Figuur 5.11, waarbij opnieuw de bruine pieken de koppeling
tussen thermostaat en systeem weergeven, die nu verder van de originele pieken verschoven
zijn dan in Figuur 5.9.

Hoewel deze bespreking de indruk zou kunnen wekken dat de thermostaatvariabelen exact be-
schreven worden door deze tijdsconstante, is het duidelijk uit het rechterpaneel van Figuur 5.11
dat dit niet het geval is. In deze figuur is het frequentiespectrum geassocieerd aan de snelheden
v% van de thermostaatvariabelen weergegeven. Indien deze snelheden — met eenheid s~* — op
dezelfde wijze zouden kunnen behandeld worden als de originele snelheden, verwacht men
pieken bij frequenties van 667 cm~! (overeenstemmend met de koppeling van de thermostaat-
schakels onderling) en bij 667/+/3 = 385 cm ™! (bij de koppeling tussen de eerste thermostaat-
schakel en het systeem), eventueel aangevuld met pieken veroorzaakt door de koppeling van
deze thermostaatschakels. Hoewel deze pieken inderdaad voorkomen in het rechterpaneel van
Figuur 5.11, blijft een gedeelte van het continu spectrum onverklaard. Bovenstaande bespre-
king van de koppeling tussen de thermostaat en het origineel systeem, kan dus niet enkel de
pieken in het frequentiespectrum van het origineel systeem beschrijven, maar bovendien ook
de belangrijkste pieken in het thermostaatspectrum voorspellen. De continue achtergrond in
dit thermostaatspectrum is echter nog niet verklaard, en zou een gevolg kunnen zijn van de
breedte van de pieken, gecombineerd met een beperkte simulatieduur. Deze verstoren echter
de resultaten bekomen uit de MD-simulaties niet.



Hoofdstuk 6

Thermische en mechanische
karakterisatie van MIL-53

No amount of experimentation can ever prove me right; a single experiment can prove me
wrong.

—Albert Einstein

6.1 Inleiding

In de voorgaande tekst werd een implementatie voorgesteld voor het simuleren van molecu-
laire systemen in het microkanonisch, kanonisch en isobaar—isotherm ensemble, en werden
deze implementaties geverifieerd op basis van de validatiemethodes gedefinieerd in Hoofd-
stuk 5. In dit hoofdstuk zullen de bekomen algoritmes aangewend worden ter bepaling van de
experimenteel toegankelijke warmtecapaciteit bij constant volume en het experimenteel waar-
genomen ademen van MIL-53(Al) bij voldoend hoge druk. Dit laatste fenomeen werd reeds
ingeleid in Hoofdstuk 1.3, terwijl de relevante theorie rond warmtecapaciteiten hieronder kort
beschreven wordt.

De warmtecapaciteit C is gedefinieerd als de verhouding van de energie — in de vorm van
warmte Q — die aan een systeem dient toegevoegd te worden opdat de temperatuur van het
systeem met één Kelvin zou toenemen tot die temperatuurstoename:

_dQ

C=F

(6.1.1)

Het symbool d wijst erop dat Q geen toestandsfunctie is, en dus dQ geen totale differenti-
aal voorstelt, maar een infinitesimaal kleine hoeveelheid. De warmtecapaciteit is bovendien
athankelijk van de randvoorwaarden die met deze warmtetoevoer gepaard gaan. De meest
frequent aangehaalde randvoorwaarden leiden tot de warmtecapaciteit bij constant volume
Cy en de warmtecapaciteit bij constante druk Cp:

_dQ nCp—(IQ

Cv_ﬁve _ﬁ

(6.1.2)

7
P
waarbij deze eerste in de paragraaf hierna zal gesimuleerd worden.

110
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Niet alleen zijn deze grootheden experimenteel toegankelijk, bovendien zijn ze ook theoretisch
uitgebreid beschreven. Een eerste klassieke wet werd opgesteld door Dulong en Petit in 1819
[64], waarin empirisch opgemerkt werd dat de soortelijke warmte bij constante druk voor
vaste stoffen op kamertemperatuur meestal Cp = 3kp per atoom bedraagt. Dit resultaat kan,
steunend op de equipartitiewet, eenvoudig afgeleid worden. Volgens deze equipartitiewet
dient aan elke vibrationele vrijheidsgraad binnen het systeem immers een energie E = kgT
toegekend te worden, indien aangenomen wordt dat de beweging van deze vrijheidsgraad
harmonisch is. Voor een atoom, met drie vrijheidsgraden, zou dit dus betekenen dat E = 3kgT,
waaruit inderdaad de voorvermelde warmtecapaciteit volgt.

Het is duidelijk dat in deze zuiver klassieke redenering geen kwantummechanische effecten
in rekening genomen zijn. In het bijzonder wordt hier aangenomen dat de beschikbare ener-
gieniveaus voor de atoomkernen een continuiim vormen, waardoor elke sommatie over deze
energieniveaus — bijvoorbeeld in het opstellen van de partitiefunctie — kan vervangen worden
door een klassieke integraal. Hoewel deze aanname, zoals vermeld in het begin van Hoofd-
stuk 2, eveneens gebruikt is in de MD-algoritmes besproken in voorgaande hoofdstukken, zal
deze falen indien de temperatuur van het systeem te laag is. In dat geval is de gemiddelde
energie beschikbaar in elk van de vibrationele modes — van de orde kgT — te laag ten opzichte
van de spatiéring tussen de vibrationele energieniveaus. Indien aangenomen wordt dat de be-
weging harmonisch is, betekent dit dus dat kgT < fiw, met w de frequentie van de beweging.
De wet van Dulong en Petit zal dus falen indien de temperatuur te laag is of de beweging
sterk anharmonisch is, en geeft dus ook het temperatuursbereik aan waarbinnen de klassieke
MD-simulaties kunnen gebruikt worden. Aangezien in Hoofdstuk 5.3 vibrationele tempera-
turen berekend werden hoger dan 5000 K, wordt dus verwacht dat deze aanname niet volledig
vervuld zal zijn.

In de hiernavolgende sectie zal de warmtecapaciteit bij constant volume gesimuleerd wor-
den binnen verschillende ensembles, gebruikmakend van de eerder besproken MD-simulaties.
Eveneens zal hier een statische berekening besproken worden, waarbij de kernen echter kwan-
tummechanisch behandeld worden. Met behulp van deze laatste berekening, meer bepaald
op basis van de afwijking van de wet van Dulong en Petit, kan dan het temperatuursgebied
bepaald worden waarbinnen een klassieke behandeling van de kernen afdoend is.

6.2 Warmtecapaciteit bij constant volume

Voor de bepaling van de warmtecapaciteit bij constant volume zijn twee types MD-simulaties
aangewend. Een eerste simulatie beschrijft het systeem in het kanonisch ensemble, waaruit
eenvoudig de warmtecapaciteit kan bepaald worden. Voor de tweede simulatie, in het micro-
kanonisch ensemble, is de warmtecapaciteit niet af te leiden uit de energiefluctuaties, aangezien
de totale energie een constante van de beweging is. Hiervoor dient dus een alternatieve werk-
wijze gevolgd te worden. Als laatste methode is een statische berekening op basis van de
eigenfrequenties uitgevoerd, waarbij de atoomkernen op kwantummechanische wijze behan-
deld worden.

6.2.1 Simulatie in het NVT—-ensemble

Voor het bepalen van de warmtecapaciteit bij constant volume, zoals gegeven in vergelijking
(6.1.2), is het nodig de energiefluctuaties als functie van de temperatuur en bij constant volume
te beschouwen. De randvoorwaarden horende bij het kanonisch ensemble lijken hierbij dus het
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meest aangewezen ter bepaling van Cy, aangezien hier het volume constant gehouden wordt
en de totale energie kan fluctueren, in tegenstelling tot in het microkanonisch ensemble. De
kwantummechanische partitiefunctie binnen dit NV T—ensemble wordt gegeven door

E.
Qnvr = Zexp ( kBT> 6.2.1)

Uit deze partitiefunctie kan nu eenvoudig de verwachtingswaarde voor de energie en het
kwadraat van de energie bepaald worden:

_ 1 Ej
(E)nvr = O Ej Ejexp <_kBT> , (6.2.2)
en

(E>)nyT =

2 EJ' )
On VTZE exp< T (6.2.3)

alsook de temperatuursafgeleide van de kanonische partitiefunctie:

1 9Qnvr Ei \ _ (E)nvr
QOnvr oT QNVTZkBTZeXp< kgT ) kgT? ° (6.2.4)

Met behulp van deze grootheden volgt nu eenvoudig de gezochte warmtecapaciteit.

o(E
Cy = <a>]I:WT
1 E]2 ( E]-> 1 aQNVT ( )

= exp | — - Ejex

OnvT ;kBTz P kT VT Z P

2 2
. (E >vaT2 T2<E>NVT_ (6.2.5)
B

Voor de bepaling van de warmtecapaciteit uit de kanonische MD-simulatie dienen dus de si-
mulatiegemiddelden van de energie en zijn kwadraat gekend te zijn, waarna uit vergelijking
(6.2.5) de warmtecapaciteit volgt. Dit is weergegeven met de blauwe vierkanten in Figuur 6.1,
waarbij zes simulaties per beschouwde temperatuur uitgevoerd zijn.

Bemerk dat de warmtecapaciteit bij constante druk, zoals gedefinieerd in vergelijking (6.1.2),
op een analoge manier uit een NPT—-simulatie kan geéxtraheerd worden. Voor het isobaar—
isotherm ensemble wordt de kwantummechanische partitiefunctie immers gegeven door:

E;+ PV; H;
Qnpr = ZGXP < kT ) ZeXp < kBT> (6.2.6)
j

met H; de enthalpie van toestand j. Vergelijken van deze definitie met de kanonische par-
titiefunctie uit vergelijking (6.2.1) toont aan dat de NPT—partitiefunctie uit de NV T—partitie-
functie volgt door het vervangen van de inwendige energie E door de enthalpie H. Deze ver-
vanging kan eveneens doorgevoerd worden in vergelijkingen (6.2.2-6.2.5), en levert dus voor
de isobare warmtecapaciteit uit een MD-simulatie in het isobaar—isotherm ensemble:

(H?)npr — (H)}pr _ kW EF PV)?)ner — (E+ PV)Rpr

Cr =" K2T? K2T?

(6.2.7)
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6.2.2 Simulatie in het NV E-ensemble

Voor het microkanonisch ensemble kunnen de fluctuaties in de totale energie niet gebruikt
worden om de warmtecapaciteit te bepalen. Deze kleine energiefluctuaties zijn immers een
gevolg van de discretisatie, en hebben geen fysische betekenis. Voor een ideale discretisatie
zouden deze fluctuaties bovendien verdwijnen.

Recent werd door H. Rugh echter een methode ontwikkeld die toelaat energieafgeleiden van
observabelen binnen het microkanonisch ensemble te bepalen [65]. Deze techniek kan een
eerste maal toegepast worden om een thermodynamische definitie van de microkanonische
temperatuur op te stellen:

1 3N -2 /1
_ 1 _ 6.2.8
kpTnvE 2 < K >NVE (62.8)

Indien men deze techniek nogmaals toepast om de afgeleide van vergelijking (6.2.8) te bereke-
nen, bekomt men als uitdrukking voor de warmtecapaciteit bij constant volume:
3N —2) (12
Cy = kp (1 > ) (v . . (6.2.9)
(BN —2) <K>NVE — (BN —4) <@>NVE

Bemerk hierbij dat de temperatuur in het microkanonisch ensemble, als grootheid toegevoegd

aan de energie, gedefinieerd is via de verwachtingswaarde van de inverse van de kinetische

energie. Dit vormt een duidelijk contrast met de temperatuursdefinitie gebaseerd op de equipar-
titiewet in het kanonisch ensemble, zoals gedefinieerd in vergelijking (3.1.2), waarbij TnyT

(K)nvr. Vanwege dit verschil zal de energieafgeleide van de temperatuur verschillend zijn in

beide ensembles, leidend tot de meer ingewikkelde uitdrukking voor de warmtecapaciteit in

vergelijking (6.2.9). Het resultaat van deze simulatie is weergegeven in de groene driehoeken

in Figuur 6.1, waarbij opnieuw zes simulaties per beschouwde temperatuur uitgevoerd zijn.

6.2.3 Statische berekening

Opdat kan nagegaan worden of de overgang van de kwantummechanische discrete som over
de toegelaten toestanden naar een klassieke continue integraal over de toegankelijke faseruimte
gerechtvaardigd is, kan men het eenvoudigst beide resultaten met elkaar vergelijken. In deze
berekening wordt aangenomen dat de Ny vrijheidsgraden aanleiding geven tot inwendige vi-
braties die kunnen beschreven worden als harmonische oscillatoren met frequenties w;. In dat
geval zijn de toegankelijke energietoestanden voor de i—de vibrationele mode gegeven door:

1
Eini = hw; (1’11' + 2> , Vi=1,.., Nfr (6.2.10)

met 1; € IN het excitatieniveau van de i—de oscillator, en fiw; /2 de gekende nulpuntsenergie
voor een harmonische oscillator. De kwantummechanische kanonische partitiefunctie geasso-
cieerd aan deze beweging wordt dan

© E;,.
HO,QM ;
qNVT% = Z exp <_k:T>

_ BT 6.2.11)
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Voor later gebruik wordt hier nog de temperatuursafgeleide van deze partitiefunctie berekend:

MNvry e, ho\ 1 (—14)
oT = 22 <_2kBT> [1 eXp( h;]%)}z
1 hw;
_ qﬁeﬁMzZ;‘;zlf:;f E; 6212
B

De totale energie van het systeem bestaande uit Ny harmonische oscillatoren is gegeven door
E = Y E;,,. Indien de beweging van de harmonische oscillatoren bovendien ontkoppeld is,
kunnen de partitiefuncties eenvoudigweg vermenigvuldigd worden, hetgeen de kwantumme-
chanische partitiefunctie voor ontkoppelde harmonische oscillatoren in het kanonisch ensem-
ble oplevert:

Neoexp (—air
Quvr " = HﬂlﬁgﬁM—ql eXE)< Bm), ) (6.2.13)
11

Steunend op de gelijkheid in vergelijking (6.2.4) en de definitie van de isochore warmteca-
paciteit uit de eerste lijn van vergelijking (6.2.5) kan de warmtecapaciteit bij constant volume
voor dit systeem van ongekoppelde harmonische oscillatoren bepaald worden als:

HO,QM
CHOQM  _ d kT2 1 0QNvT
v ot |“#"" groam o1

N HO,QM

— 9 k Tzi 1 anVYQ,i
aT | P HOQM ~— QT

B

i=1 INVT,
)
)
N 2002 exp <_k37i")

1-ew ()]

waarbij vergelijking (6.2.12) aangewend werd bij overgang naar de derde lijn.

Nfi [hw1+exp

1 exp( ks

(6.2.14)

Eenmaal de eigenfrequenties w; van het systeem bepaald zijn — hetgeen met behulp van een
statische berekening kan, in dit werk wordt hiervoor het TAMkin—pakket gebruikt [63] — kan met
behulp van vergelijking (6.2.14) de warmtecapaciteit op volledige kwantummechanische wijze
bepaald worden, indien aangenomen wordt dat de Born-Oppenheimerbenadering geldig is en
de interne vibrationele modes overeenstemmen met ongekoppelde harmonische oscillatoren.

Na Taylorexpansie van het resultaat uit vergelijking (6.2.14) kan ook de klassieke limiet ficw; <
kgT geéxtraheerd worden. Dit levert de louter klassieke isochore warmtecapaciteit, opnieuw
in de Born-Oppenheimerbenadering voor ongekoppelde harmonische oscillatoren:
N 12w 2 1 Ny
Z . T2 = 2k3 = Nykg. (6.2.15)
k2 TZ i=1

In de klassieke benadering vindt men dus de wet van Dulong en Petit terug. Zowel de kwan-
tummechanische warmtecapaciteit uit vergelijking (6.2.14) als de klassieke variant uit vergelij-
king (6.2.15) zijn in Figuur 6.1 weergegeven.
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Figuur 6.1: Bepaling van de isochore warmtecapaciteit voor MIL-53(Al) als functie van de opgelegde
temperatuur, via vier verschillende methodes en in het temperatuursbereik van 50 K tot en met 1000 K.
Bij de MD-simulaties geven de foutbalken de standaardafwijking op het gemiddelde aan.

6.2.4 Bespreking

Een eerste observatie die uit Figuur 6.1 volgt, is dat de kwantummechanische isochore warmte-
capaciteit en de klassieke variant zelfs voor de hoogste temperatuur van 1000 K niet samen-
vallen. Dit betekent dat het vervangen van de discrete som over energietoestanden door een
continue integraal niet gerechtvaardigd is voor deze temperaturen. Het niet samenvallen wordt
verklaard door de hoge frequenties aanwezig in het systeem, zoals besproken in Hoofdstuk
5.4.2, die overeenstemden met een vibrationele temperatuur van 5382 K. Pas zodra de simu-
latietemperatuur dus aanzienlijk hoger is dan 5000 K zullen ook de hoogste vibrationele modes
correct behandeld worden in een klassieke benadering, en zal de statische berekening samen-
vallen met de voorspelling van Dulong en Petit. Aangezien een vibrationele temperatuur van
1000 K overeenstemt met een frequentie van ongeveer 695 cm~!, zullen op deze temperatuur
ongeveer de helft van de interne vibraties - zij met een frequentie lager dan 695 cm ™! - correct
behandeld worden.

Uit de MD-simulaties blijkt bovendien dat de resultaten binnen het microkanonisch en het ka-
nonisch ensemble betrekkelijk goed samenvallen. Echter, vooral bij de directe berekening uit
het kanonisch ensemble wijken de gesimuleerde warmtecapaciteiten positief af ten opzichte
van de wet van Dulong en Petit. Vermits deze laatste benadering aanneemt dat alle vibrationele
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Figuur 6.2: Vergelijking van de potentiéle energie behorende bij een harmonische oscillator (links) en
een Morsepotentiaal (midden), en de gediscretiseerde energietoestanden horende bij deze potentialen.

modes aangeslagen zijn, betekent dit dus dat de werkelijke energie-inhoud, zoals volgt uit de
MD-simulatie, groter is dan de energie-inhoud die Dulong en Petit klassiek onderstellen op
basis van de benadering via harmonische oscillatoren. Dit wijst erop dat de interne vibraties
in MIL-53(Al) een aanzienlijke anharmonische bijdrage kennen. Immers, beschouw Figuur
6.2, waarin de energieniveaus van een standaard harmonische oscillator (links, gegeven door
vergelijking (6.2.10)) vergeleken zijn met de energieniveaus van de anharmonische Morsepo-
tentiaal (midden), met potentiéle energie gegeven door

YyMorse(1) — D, [1 — exp (—a(r — 1g))]>. (6.2.16)

Deze Morsepotentiaal wordt gekenmerkt door een dissociatie-energie D, en een graad van
anharmoniciteit a. Nabij zijn evenwichtspunt » = ryp wordt deze potentiaal benaderd door

VMorse(r) _ Dea2(}, _ 7’0)2 + O((T _ 7’0)3), (6.2.17)

waarbij ondersteld is dat |r — ro| < a~!. Rondom dit punt kan de Morsepotentiaal dus be-
schreven worden als een harmonische oscillator

1
VHO () = Sk(r— r0)?, (6.2.18)
mits de krachtconstante van de harmonische oscillator gekozen wordt als k = 2D,a?, of dus de
karakteristieke frequentie van deze beweging gegeven wordt door

2D
wy=a . (6.2.19)
m

Men kan aldus de Morsepotentiaal rond zijn evenwichtspunt beschouwen als een harmonische
oscillator met anharmonische correcties voor punten die ver van de evenwichtstoestand liggen.
De energieniveaus van deze Morsepotentiaal worden gegeven door [66]:

_ 1\ _ [ (i +3))°
E,, = hwy <nl + 2) — 4D, , (6.2.20)
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met opnieuw n; € IN, en liggen, zoals in Figuur 6.2 te zien, dichter gespatieerd dan de bijho-
rende harmonische oscillator. Dit is een algemeen resultaat: anharmonische correcties op de
harmonische oscillator die de potentiaalput verbreden, leiden tot energieniveaus die dichter
bij elkaar liggen. Indien deeltjes in beide potentialen eenzelfde temperatuur bezitten, zullen zij
dus in laatstgenoemd geval hoger aangeslagen toestanden kunnen bezetten, en dus een hogere
warmtecapaciteit vertonen. Dit verklaart de gesimuleerde isochore warmtecapaciteit die boven
de limietwaarde van Dulong en Petit kan liggen.

Het probleem van de te hoge vibrationele temperatuur en de bijhorend noodzakelijke kwan-
tummechanische behandeling van de atoomkernen is een gekend probleem in de literatuur
voor systemen waar waterstof aanwezig is. Om toch gebruik te maken van een (gedeeltelijk)
klassieke behandeling, en dus de tijdsconsumerende, kwantummechanische benadering te ver-
mijden, zijn twee oplossingen voor handen. Een eerste oplossing bestaat erin de totale Hamil-
toniaan op te splitsen in een gedeelte dat klassiek kan behandeld worden en een kwantum-
mechanisch gedeelte dat als perturbatie op de klassieke Hamiltoniaan kan beschouwd wor-
den. Noodzakelijkerwijze zal deze laatste voornamelijk de bindingen tussen lichte atomen
beschouwen. Het is duidelijk dat de moeilijkheid van deze methode ligt in de opdeling van de
totale Hamiltoniaan in een klassieke en kwantummechanische gedeelte.

Een tweede oplossing werd reeds uitvoeriger in de literatuur beschreven. Hierbij wordt het ori-
ginele kwantumsysteem — of een gedeelte ervan — vereenzelvigd met een corresponderend ef-
fectief klassiek systeem met grotere complexiteit, dat het best behandeld wordt via het padinte-
graalformalisme [67]. Dit formalisme werd recent geimplementeerd in een Python—gebaseerde
code, dat als uitbreiding op een klassieke MD-implementatie kan aangewend worden [68].
Deze implementatie maakt gebruik van de Langevintechniek met gekleurde ruis (colored noise).
De inwerking van deze techniek op het systeem uit zich als een laagdoorlaatfilter in het ver-
mogensspectrum, dat toelaat bepaalde lagergelegen modes van het originele systeem sterker
te bemonsteren dan de eigenmodes geassocieerd met de hogere frequenties, zoals de zuurstof-
waterstofbindingen [69]. Echter, een integratieschema gebaseerd op de Martyna—-Tobias—Klein-
barostaat uit Hoofdstuk 4, dat bovendien anisotrope celfluctuaties toestaat, is nog niet voorhan-
den, voornamelijk vanwege de uitgebreide computationele inspanningen die gepaard gaan
met deze implementatie.

6.3 Structurele transities onder invloed van isotrope druk

Zoals vermeld in de inleiding van deze thesis bezit MIL-53 de eigenschap dat het onder in-
vloed van een extern aangelegde druk transities kan ondergaan van een open structuur (lp,
large pore, linkerpaneel in Figuur 6.3) naar een gesloten structuur (np, narrow pore, rechterpa-
neel in Figuur 6.3): het zogenaamde ademend gedrag of breathing. Voor MIL-53(Cr) is deze
transitie reeds experimenteel beschreven met behulp van kwikporosimetrie, waarbij een tran-
sitie waargenomen wordt van de open naar de gesloten structuur voor een druk rond 55 MPa
[70]. Analoge experimenten op de aluminiumvariant MIL-53(Al) tonen aan dat deze overgang
plaatsvindt bij lagere drukken, tussen de 10 en 20 MPa [71]. Bovendien kan ook de aangelegde
temperatuur de drijvende kracht vormen achter deze structurele transities [62].

In deze paragraaf zal getracht worden deze experimenteel waargenomen structurele transitie
onder invloed van de aangelegde druk te voorspellen met behulp van een MD-simulatie in het
isobaar-isotherm ensemble. Hierbij zal in eerste instantie aandacht geschonken worden aan
de benodigde tijd vooraleer MIL-53(Al)lp inklapt tot MIL-53(Al)np bij een opgegeven druk, en
hoe dit in verband kan gebracht worden met de sterke fluctuaties in de inwendige druk, zowel
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Figuur 6.3: De twee structuren van MIL-53(Al) zoals vermeld in deze paragraaf: de open large pore
structuur (links) en de gesloten narrow pore structuur (rechts).

bij lage als hoge externe druk. Vervolgens wordt getracht een aantal criteria op te stellen die
erop wijzen dat experimenteel een structurele transitie verwacht wordt, en bepaald op welke
druk deze overgang plaatsvindt.

6.3.1 Distributie van de benodigde tijd tot transitie

Zoals uit het linkerpaneel van Figuur 5.6 al duidelijk was, zijn de drukfluctuaties in een NPT-
simulatie met een beperkt aantal atomen in de eenheidscel groot, van de orde GPa. Indien de
structurele overgang van de open tot de gesloten MIL-53(Al)—structuur plaatsvindt bij drukken
lager dan 1 GPa, zoals verwacht op basis van experimentele resultaten, betekent dit dus dat
bepaalde transities kunnen veroorzaakt worden door fluctuaties, eerder dan door de gemid-
delde opgelegde druk P.

Zij, om dit idee verder uit te werken, Py de druk waarbij MIL-53(Al) voornoemde transitie
ondergaat. Aangezien de atomen bij elke tijdsstap slechts een beperkte verplaatsing ondergaan,
zal deze transitie plaatsgrijpen indien de inwendige druk Pi,¢ gedurende een voldoend lange
tijdsduur AT groter is dan Py — hierbij is AT athankelijk van de grootte van de fluctuaties, en
dus ook van het aantal atomen in de eenheidscel. Met andere woorden, een overgang vindt
plaats op tijdstip Tp indien

Pint(t) > Py, Vt € [T() — AT, T()[ . (631)

Men kan nu twee gevallen onderscheiden. Zij vooreerst (Pint) > Py. In dat geval kan men
onderstellen dat, indien de tijdsduur AT voldoende klein is, de transitie van de open naar de
gesloten structuur nagenoeg ogenblikkelijk (zijnde, na een tijd AT) zal plaatsgrijpen. Deze tran-
sitie kan eventueel een beperkte tijd uitgesteld worden indien ogenblikkelijke fluctuaties de in-
wendige druk in die tijdsperiode onder de transitiedruk Py laten zakken, maar men verwacht
dat simulaties bij deze voldoend hoge drukken zullen leiden tot een ogenblikkelijke overgang.
De veranderlijke Ty zal bijgevolg klein zijn, en is gecentreerd rond een gemiddelde waarde
(Ty), met een beperkte standaardafwijking te wijten aan drukfluctuaties die het proces kunnen
versnellen of vertragen.

Zij anderzijds (Pint) < Pp. In dat geval verwacht men, als de fluctuaties beperkt blijven, geen
overgang. Dit kan bijvoorbeeld bewerkstelligd worden door het gebruik van sterk gedempte
barostaten, zoals de Berendsenthermostaat. Echter, het gebruik van deze barostaat verstoort
het dynamische karakter van de simulatie, en bovendien is de correctheid van de bekomen
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Figuur 6.4: Evolutie van de celparameters voor een simulatiecel van MIL-53(Al) in een NPT-
simulatie bij een opgelegde temperatuur T = 300 K, met tijdsconstanten tr = 100 fs en Tp = 1000
ps en een integratiestap At = 0.5 fs. De extern opgelegde isotrope druk bedraagt 0.1 MPa (links),
respectievelijk 1 GPa (rechts).

thermodynamische gemiddelden niet verzekerd. Gebruikmakend van dit type barostaten kan
men de grootteorde van de druk Py benodigd voor transitie bepalen, maar gaat alle informatie
over de snelheid van de transitie verloren. In het huidig geval, met gebruik van de Martyna-
Tobias—Kleinbarostaat, zijn de fluctuaties een inherent deel van de simulatie met een beperkt
aantal atomen in de eenheidscel. Men kan dus verwachten dat, indien de tijdsduur AT waar-
voor de inwendige druk groter dient te zijn dan Py voldoende klein is, ook voor (Ppnt) < Py
transities kunnen plaatsgrijpen. De verdeling van de benodigde tijd tot transitie, Ty, wordt hier
echter niet langer bepaald door de opgelegde druk P (zolang P < Pp), maar door de fluctu-
aties op Pp. Indien de fluctuaties op de inwendige druk ongecorreleerd zijn voor tijdstippen
die voldoende uit elkaar gelegen zijn, en AT beperkt is ten opzichte van Tj (hetgeen later zal
geverifieerd worden), kan men aannemen dat de overgangen een Poissonproces vormen. Dit
betekent dat de tijd tussen deze overgangen, en dus voorwaarde (6.3.1), een toevalsproces is
verdeeld volgens een exponentiéle verdeling [58]:

To — f(To) = Aexp (—)\TO) . (632)

Men verwacht dat deze beschrijving des te beter wordt naarmate de opgelegde druk zich
verder onder de transitiedruk Py bevindt. Pas dan is voorwaarde (6.3.1) een zeldzame gebeurte-
nis, die correct beschreven kan worden met behulp van de Poissonstatistiek, en is de benodigde
tijd tot transitie beschreven via de exponentiéle verdeling. Deze exponentiéle verdeling heeft
1/A als verwachte waarde en standaardafwijking, aangezien:

(To) = /000 ATyexp(—ATy)dTy = i/oooxexp(—x)dx - %r(z) - % (6.3.3)
en
- /oo AT2 exp(—ATo)dTo = — /oo P exp(—x)dx = —T(3) = =, (6.3.4)
0 A% Jo A2 22
waaruit dus
o1, = +/(T2) — (To)? = 2_1_1 (6.3.5)

A2 A2 A
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Figuur 6.5: Verdeling voor de benodigde tijd tot transitie van MIL-53(AD)lp naar MIL-53(Al)np
(blauw) zoals deze volgt uit 100 NPT-simulaties uit ieder van de zes gegeven drukken. Voor deze
simulaties op 300 K werd de gebruikelijke simulatiecel gedefinieerd, met tijdsconstanten tr = 100 fs en
Tp = 5000 fs, en een integratiestap At = 0.5 fs. Eveneens weergegeven is de beste exponentiéle fit aan
deze simulatiedata (groen) op basis van de exponenticle verdeling uit vergelijking (6.3.2).
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Figuur 6.6: Gemiddelde (links) en maximale (rechts) tijd Ty tot transitie als functie van de extern
opgelegde druk P, voor drie verschillende barostaatmassa’s. Aangezien de totale simulatieduur 500 ps
bedraagt, wijzen de lichtgekleurde datapunten in het rechterpaneel er op dat er gedurende de volledige
simulatie geen transitie geweest is. De werkelijke gemiddelde en maximale tijd tot transitie Ty is voor
deze datapunten dus onderschat.

In Figuur 6.4 worden deze beweringen een eerste maal gestaafd op basis van een NPT-simu-
latie op een open MIL-53(Al)—structuur bij 0.1 MPa en 1 GPa, en eigenschappen zoals vermeld
onder de figuur. Zoals verwacht vertonen beide simulaties een transitie van de open naar de
gesloten structuur, maar vindt deze overgang bij de lage druk van 0.1 MPa slechts plaats na
meer dan 30 ps, terwijl de overgang bij de hogere druk van 1 GPa reeds plaatsgrijpt onder
de 1 ps. Aangezien de overgang van open naar gesloten structuur bij deze barostaatmassa
voltooid is binnen een tijdspanne korter dan 1 ps, is bovendien aangetoond dat AT < Tj voor
lage drukken. Men verwacht dus voor deze lage drukken dat de parameter Ty volgens de
exponentiéle verdeling uit vergelijking (6.3.2) verdeeld zal zijn.

Aangezien de exponentiéle verdeling, in tegenstelling tot de quasi—ogenblikkelijke overgang
voor (Pint) > Py, een veel grotere standaardafwijking o1, = (Tp) kent, is het noodzakelijk een
toereikend aantal simulaties uit te voeren bij eenzelfde druk, zodat de verdeling voldoende
goed teruggevonden wordt. In Figuur 6.5 is het resultaat van telkens 100 NPT-simulaties op
de gegeven druk weergegeven in het blauw, met in het groen de beste fit volgens de expo-
nentiéle distributie, en Ty bepaald als de tijdsduur waarna de simulatiecel, die zoals vermeld
bestaat uit twee eenheidscellen, een volume kleiner dan 2000 A3 inneemt. Zoals verwacht
wordt deze theoretische distributie goed teruggevonden voor de laagste drukken — eventuele
afwijkingen zijn te wijten aan de beginconfiguratie van de simulatie, die niet geoptimaliseerd
is, en aan het beperkt aantal simulaties — terwijl voor de hogere drukken een gepiekte dis-
tributie teruggevonden wordt bij lagere transitietijden, in overeenstemming met de eerdere
bespreking.

6.3.2 NPT-simulatie als predictor voor structurele transities in MIL-53(Al)

Dankzij de karakterisatie uit de vorige paragraaf kunnen eenvoudig een aantal criteria opge-
steld worden die bepalen bij welke druk de transitie van MIL-53(Al)lp naar MIL-53(Al)np zal
plaatsvinden. In Figuur 6.5 bemerkt men dat de exponentiéle fit aan de simulatiedata — die
verwacht wordt te gelden als P < Py — niet meer opgaat voor P > 10 MPa, waaruit besloten
kan worden dat Py = 10 MPa.
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Figuur 6.7: Gesimuleerd volume van twee eenheidscellen in een NPT—-simulatie op 300 K en 0.1 MPa
als functie van de simulatieduur voor de verschillende barostaatmassa’s besproken in de tekst, en met
aanduiding van de drempel die de transitietijd Ty bepaalt (rood).

Een tweede karakterisatie, waarvoor minder datapunten noodzakelijk zijn, kan geschieden op
basis van de data uit Figuur 6.6. In het linkerpaneel van deze figuur is voor ieder van de NPT-
simulaties (voor iedere druk en barostaatmassa zijn 100 simulaties uitgevoerd, behalve voor
Tp = 1000 fs, waarvoor de data uit 10 simulaties volgt) de gemiddelde tijd Ty tot transitie weer-
gegeven. Aangezien men verwacht dat de celfluctuaties nauwelijks wijzigen als functie van
de aangelegde druk, zal het vervullen van voorwaarde (6.3.1) vrijwel onafhankelijk zijn van
de opgelegde druk P zolang deze lager is dan de transitiedruk Py. Dit uit zich in de nagenoeg
constante Ty in het linkerpaneel van Figuur 6.6 zolang P < 10 MPa. Voor drukken hoger dan
P, is de overgang nagenoeg ogenblikkelijk, en verwacht men een daling van deze gemiddelde
tijd tot enkele picoseconden. Dit theoretisch verloop wordt inderdaad teruggevonden, en ook
hier kan men besluiten dat Py = 10 MPa.

Een laatste bepaling van de transitiedruk kan gebeuren op basis van de maximale tijd nodig
vooraleer de transitie plaatsgrijpt. In het rechterpaneel van Figuur 6.6 is deze maximale tijd
weergegeven voor dezelfde simulaties als in het linkerpaneel. Men verwacht ook hier een-
zelfde gedrag als in de linkerfiguur, maar met een hogere transitietijd. Het voordeel van deze
maximale tijd tot transitie is uiteraard het grotere contrast tussen het lagedruksregime, waar Tj
van de orde 100 ps is bij de gegeven barostaatmassa’s, en het hogedruksregime, waar Tj slechts
enkele ps bedraagt. Een inherent nadeel is echter de grotere fluctuaties, die ook theoretisch
verwacht worden aangezien de exponentiéle distributie (6.3.2) een grote standaardafwijking
bezit. De schijnbare constante maximale transitietijd van 500 ps voor 7p = 10 ps is een gevolg
van de eindige simulatieduur, die eveneens 500 ps bedraagt. Dit wijst er dus op dat gedurende
de simulatie de structuur geen transitie ondergaan heeft voor deze drukken, en bijgevolg zowel
de gemiddelde als maximale tijd Tj tot transitie voor deze drukken en deze barostaatmassa
onderschat is. Ook uit deze simulaties volgt Py = 10 MPa. Deze laatste twee karakterisatieme-
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thoden hebben bovendien als voordeel dat er veel minder simulaties voor nodig zijn. Figuur
6.6 gaf eenzelfde kwalitatief beeld na reeds 20 simulaties, terwijl de verdeling uit Figuur 6.5
nog onvoldoende geconvergeerd was.

Uit Figuur 6.6 valt ook de afhankelijkheid van de gekozen barostaatmassa op de tijd Ty tot
transitie op: hogere barostaattijdsconstanten 7p leiden ook tot een hogere tijd tot transitie.
Aangezien de barostaatmassa een fictieve grootheid is, die bovendien binnen bepaalde marges
vrij kan gekozen worden, is deze athankelijkheid duidelijk niet gewenst. Hoewel voor ieder
van de barostaatmassa’s eenzelfde transitiedruk Py teruggevonden wordyt, is duidelijk in Figuur
6.7 dat ook de benodigde tijd waarbinnen de overgang plaatsvindt afthankelijk is van deze
barostaatmassa, waarbij grotere massa’s ook leiden tot een langere transitie, gaande van enkele
picoseconden voor tp = 1000 fs, tot tientallen picoseconden voor 7p = 10000 fs, en zich dus niet
geheel onverwacht in dezelfde grootteorde als de barostaattijdsconstante bevinden. Bovendien
is het ook uit Figuur 6.7 duidelijk dat de simulatiecel trager naar zijn evenwicht convergeert
voor grotere tijdsconstanten.

In tegenstelling tot hetgeen besloten werd voor de statische grootheden in Hoofdstuk 5, blijkt
de barostaatmassa dus wel degelijk gevolgen te hebben op de dynamische grootheden bespro-
ken in dit hoofdstuk, en vormt samen met de invloed van het aantal atomen in de simulatiecel
een verder te onderzoeken onderwerp, waarbij de vraag hoe deze afhankelijkheden kunnen
geélimineerd worden uit de bekomen data centraal staat. Het is duidelijk dat de hier gevolgde
methode niet de meest efficiénte manier vormt om de transitiedruk accuraat te bepalen — ther-
modynamische integratie kan hiervoor een geschiktere methode vormen. Als laatste dient nog
bemerkt te worden dat het vergroten van de barostaattijdsconstante en het laten toenemen van
het aantal eenheidscellen in de simulatiecel, en dus het aantal vrijheidsgraden, beide leiden
tot een grotere barostaatmassa, zoals volgt uit vergelijking (4.4.26). Hoewel deze laatste werk-
wijze een fysisch gefundeerde manier is om deze barostaatmassa te vergroten, is het wijzigen
van de barostaatmassa dit niet — voorzichtigheid in de keuze van deze barostaatmassa is dus
aangewezen.



Hoofdstuk 7

Conclusies en vooruitblik

If we will only allow that, as we progress, we remain unsure, we will leave opportunities
for alternatives. We will not become enthusiastic for the fact, the knowledge, the absolute
truth of the day, but remain always uncertain... In order to make progress, one must leave
the door to the unknown ajar.

—Richard Feynman

In de onstuitbare zoektocht naar materialen, op maat gemaakt voor een veelvoud aan toepassin-
gen waaronder gas— en energieopslag en nanoporeuze schokdempers, is het belang van com-
putationeel onderzoek niet te onderschatten. Immers, via simulaties kan men eenvoudig het
effect van modificaties op de eigenschappen van het materiaal bepalen, om zodoende sneller
een hoogperformant materiaal voor de gegeven toepassing te kunnen voorstellen. Samen met
experimentele verificaties vormen computationele simulaties dus een belangrijk onderdeel bin-
nen materiaalonderzoek. MD-simulaties vormen hierbij het formalisme bij uitstek indien men,
naast statische eigenschappen, ook de dynamische eigenschappen van een materiaal wenst te
bepalen.

Samen met de tendens van het eisen van steeds meer specifieke en stringente eigenschap-
pen, wordt ook het computationele luik van het materiaalonderzoek een uitgebreider karwei.
Deze meer gespecialiseerde materialen zijn immers vaak onderhevig aan minder voor de hand
liggende randvoorwaarden wat betreft temperatuur, druk en spanning. Het simuleren van
materialen onder deze verschillende randvoorwaarden vereist dan ook steeds ingewikkeldere
bewegingsvergelijkingen en een uitgebreidere computationele implementatie.

Met het oog op deze ontwikkeling werden in dit werk drie sets van randvoorwaarden be-
sproken: het microkanonisch, het kanonisch en het isobaar-isotherm ensemble. Hierbij werd
telkens gestart van een uitgebreide Lagrangiaan om via het Lagrange—-Hamiltonformalisme een
set bewegingsvergelijkingen te bekomen. Deze methode, waarbij de Lagrangiaan uitgebreid
wordt, werd vergeleken met andere gangbare werkwijzen voor het opleggen van een externe
temperatuur of externe druk, waarbij vooral aandacht besteed werd aan het deterministisch
karakter van de methode en de fluctuaties in de behouden grootheden.

Zowel de introductie van de thermostaat als de barostaat noopte tot het invoeren van extra
variabelen ter beschrijving van het uitgebreide systeem. Daar waar een volledige afleiding op
basis van dit formalisme niet tot een eenvoudige vorm van de bewegingsvergelijkingen leidde,

124
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werden alternatieve vergelijkingen afgeleid. De correctheid van deze niet-Hamiltoniaanse ver-
gelijkingen werd bewezen op basis van een sterk argument, startend van de basiseigenschap-
pen van de bijhorende distributiefunctie.

Op basis van een aantal inherente eigenschappen van deze exacte bewegingsvergelijkingen,
gebundeld in de symplectische voorwaarde, werd bepaald dat de discretisatie van deze be-
wegingsvergelijkingen — noodzakelijk voor de computationele implementatie — het best door-
gevoerd werd met behulp van de Trotterexpansie van de Liouville-operator, die deze voor-
waarde vervult en bovendien toelaat de fout geintroduceerd bij het discretiseren af te schatten.
Hierdoor werden uit de set bewegingsvergelijkingen zowel bestaande algoritmes teruggevon-
den, als nieuwe algoritmes voorgesteld als sequentie van op elkaar volgende operatoren die
inwerken op de huidige toestand van het systeem, en zo het systeem propageren naar zijn
volgende configuratie.

Bij de invoering van de thermostaat werd opgemerkt dat een enkelvoudige thermostaatscha-
kel voor systemen met een beperkt aantal vrijheidsgraden niet altijd tot het gewenste resultaat
leidt, vanwege schending van het ergodisch principe. Dit probleem werd behandeld door in-
voering van een uitgebreidere thermostaatketen — de zogenaamde Nosé-Hooverketen. Voor
de barostaat worden bovendien anisotrope celfluctuaties toegelaten, waardoor deze Martyna-—
Tobias—Kleinbarostaat de respons van een materiaal op een isotrope druk volledig kan beschrij-
ven.

In elk van de ensembles werden de behouden grootheden bepaald. Deze behouden grootheden
zijn immers het verificatiemechanisme bij uitstek, die snel de correctheid van de implementatie
valideren. Bovendien zorgen de geometrische behouden grootheden ook voor een beperking
van het aantal vrijheidsgraden, hetgeen op zijn beurt van belang is bij het correct integreren
van de bewegingsvergelijkingen. Na deze eerste validatie, werden ook uitgebreidere verifi-
catiemethoden besproken. Naast de behouden energetische grootheid, werd de distributie van
de temperatuur vergeleken met hetgeen theoretisch verwacht wordt, leidend tot het fenomeen
dat onzorgvuldig kiezen van de tijdsconstante van de thermostaat — waarbij deze tijdsconstante
samenvalt met de eigenfrequenties van het systeem — de energie—uitwisseling tussen de ther-
mostaat en het originele systeem sterk kan verstoren. Bovendien werd gevonden dat grotere
tijdsconstanten leiden tot een trager evoluerend systeem, terwijl de lengte van de thermostaat-
keten vooral van belang is voor het vervullen van het ergodisch principe.

Voor de barostaat was een uitgebreide vergelijking met de theoretische distributie niet mogelijk
vanwege de ingewikkelde vorm van de inwendige druk. Echter, op basis van de gesimuleerde
inwendige druk kon bepaald worden dat de fluctuaties die optreden in deze grootheid consis-
tent zijn met hetgeen eerder in de literatuur gerapporteerd werd. De barostaattijdsconstante
bleek hier een veel kleinere impact te hebben op de inwendige druk en de behouden energe-
tische grootheid, terwijl ze nog steeds de snelheid van convergentie bepaalt. Belangrijker was
echter de invloed van de opgelegde druk op de geconvergeerde grootheden: drukken lager dan
1 MPa werden nog niet volledig correct beschreven voor simulatieduren tot 500 ps, een gevolg
van de trage convergentie van de barostaat — opnieuw een gekend probleem. Er werd echter
aangetoond dat, hoewel de drukdistributie nog niet geconvergeerd was, de gesimuleerde cel-
parameters voor MIL-53(Al)np wel al een finale waarde bereikt hadden.

Als laatste validatiemethode werd het vermogensspectrum van de verschillende materialen
getoetst aan hetgeen men verwacht op basis van reeds bestaande simulaties. Hierbij werd
duidelijk de koppeling tussen het systeem en de thermostaat zichtbaar, hoewel deze koppe-
lingspieken gedomineerd worden door de verwachte frequentiepieken van het origineel sys-
teem. Dit frequentiespectrum liet bovendien toe de vibrationele temperatuur van de verschil-
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lende eigenmodes te bepalen, waarbij voor de zuurstof-waterstof-binding vibrationele tem-
peraturen hoger dan 5000 K werden berekend.

Meer toepassingsgerichte simulaties werden beschouwd in het laatste hoofdstuk, waar de iso-
chore warmtecapaciteit van MIL-53(Al) werd bepaald als functie van de temperatuur. Deze
simulaties, zowel uitgevoerd in het microkanonisch als het kanonisch ensemble, werden ver-
volgens besproken aan de hand van de anharmoniciteiten aanwezig in het systeem. Een tweede
belichte toepassing was het ademend gedrag van MIL-53(Al), waarbij de druk waarbij het sys-
teem overgaat van de open naar de gesloten structuur bepaald werd als ongeveer 10 MPa.
Hoewel elke druk in de NPT-simulatie aanleiding gaf tot een overgang, kon op basis van de
gemiddelde tijd tot overgang, en meer overtuigend de verdeling van deze tijd over verschil-
lende simulaties, toch een verklaring gegeven worden voor dit fenomeen, toelatend om zelfs
de verdeling van de transities theoretisch te voorspellen.

Het is duidelijk dat, dankzij de steeds specifiekere zoektocht naar materialen, deze algoritmes
uiteindelijk zullen moeten uitgebreid worden om meer flexibele randvoorwaarden toe te laten.
Hierbij wordt onder andere gedacht aan het toelaten van anisotrope spanningen (in plaats van
de isotrope druk beschouwd in dit werk), die optreden bij de introductie van een poeder in
een membraan, hetgeen zijn toepassing vindt in de fabricatie van werkzame zeoliet— of MIL-
53(Al)-gebaseerde materialen [72]. Een bijkomende uitdaging is het formuleren van een een-
duidig algoritme dat toelaat experimentele data te verwerken in de partitiefunctie, hetzij via
de methode van de maximale entropie [73], hetzij via het invoeren van verschillende replica’s
onderworpen aan dezelfde randvoorwaarden, zoals in de restrained ensemble methode gebeurt
[74]. Elk van deze uitbreidingen is erop gericht de voorspellende en beschrijvende waarde van
computationele simulaties te vergroten, en zo de zoektocht naar nieuwe toepassingsgerichte
materialen te vereenvoudigen.



Appendix A

Bewijs van de correctheid van de
Nosé-Lagrangiaan

In Hoofdstuk 3 werd de Nosé-Lagrangiaan, vergelijking (3.2.3), a priori voorgesteld:

n . -2
LNose(?", 7,5, :Z - V(") + %sz—LkBTlns. (A1)
i—1

Hierbij hoorde de Nosé-Hamiltoniaan uit vergelijking (3.2.7):

n

. v I
7'[Nose(r /P /S, ps) = ZZZI 27’111'52 + V( ) + ZQ + LkgT Ins. (AZ)

Na het doorvoeren van de transformatie p; = p;/s herschreef dit zich tot de gekende behouden
grootheid:

n n”
7 n m _ pi n ps
7'lNose(r P sS, ps) = ; om; +V(1" ) 20 + LkgT Ins. (A.3)

Opdat de Hamiltoniaan uit vergelijking (A.2) het NVT—ensemble correct zou bemonsteren,
dient de microkanonische partitiefunctie opgesteld met behulp van de Nosé-Hamiltoniaan
overeen te stemmen met de kanonische partitiefunctie opgesteld met de Hamiltoniaan van het
origineel systeem. De klassieke microkanonische partitiefunctie werd gedefinieerd in vergelij-
king (2.0.2). Indien deze partitiefunctie toegepast wordt op de Nosé-Hamiltoniaan, verkrijgt
men, in de onderstelling dat de massamiddelpuntsimpuls behouden is [75]:

1
Quose = = [ dpe [ds [dp" [ dr'o(Hnuse — E)(Pean)(Rew — )

1

_ m/dps/ds/dpnfl/dRH(s(HNose—E)

- ';Nf / dps / ds / qp! / AR" 'S 5 (F s — E)
n.

- ';Nf [ap: [as [apt [arrigoen
n:

5 {%O(Rn 1 pi- 1)+2pé+LkBTlns—E ) (A.4)
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waarbij in de overgang van de tweede naar de derde lijn de transformatie p’ = p/s doorge-
voerd werd. Bovendien is gebruikgemaakt van de observatie dat de originele faseruimte opge-
spannen wordt door tweemaal n — 1 vectoren, wegens het behoud van massamiddelpuntsim-
puls.

Om deze integraal verder uit te werken, dient eerst een eigenschap van de d—distributie aange-
bracht te worden. Als f : s — f(s) een functie is met een enkelvoudige wortel in s = 59, en
bovendien f'(sg) # 0, dan geldt er [76]:

5LF(5)) = ‘W (A5)

Deze eigenschap kan gebruikt worden om vergelijking (A.4) te vereenvoudigen. Immers, het
argument van de é—distributie in die vergelijking heeft een enkelvoudige pool in s voor

~ 2
Falr", 1) + 45— E
Sp =exp | — TksT 2Q . (A.6)
Bovendien is:
~ 2
LkoT Ho(R™1, P+ 25 —E
f'(s0) = =2~ = LkgTexp T 29 . (A7)

Hiermee kan de partitiefunctie van vergelijking (A.4) dan verder uitgerekend worden tot:

Quoe = oy [P [ [ap [asstd
pin:

Flo(R™1,P"1) + [ — E
_Haol )+ 20 5(s — o). (A.8)

X exp TkaT

Dankzij de aanwezigheid van de é—distributie kan de integratie over de variabele s eenvoudig
uitgevoerd worden, met als resultaat:

M -D 41 E] [ oo
Lk Ttk & F { L kBT:| / dp

_ 3(n—1)+1Ho(R* L, P 1)
n—1 _
X / dR" " exp [ I kT

QNose

2

ps
3n—1)+1 3205
x/dps exp [ ( L) kBQT

_ C m—1 n—1 3(” - 1) +1 HO(Rn_llpm_l)
= /dP /dR exp [— - o , (A9)

waarbij C een normalisatieconstante is athankelijk van de temperatuur, de energie en het aantal
deeltjes.

In de afleiding hierboven is uitgegaan van één vectoriéle behoudswet, namelijk behoud van
massamiddelpuntsimpuls. Het is raadzaam om na te gaan wat het effect is van een verschillend
aantal behoudswetten op het resultaat hierboven. Van de drie —distributies die optreden in de
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eerste lijn van vergelijking (A.4), zijn de laatste twee te wijten aan de behoudswet F = 0,
waardoor de massamiddelpuntssnelheid behouden blijft.

Indien deze behoudswet niet optreedt, zullen deze J—distributies verdwijnen. De doorgevoer-
de codrdinatentransformatie is dan niet nodig - in vergelijking (A.4) kunnen simpelweg dP"* !
en dR"~! vervangen worden door dp”” en dr". Dit betekent voor het resultaat dat de factoren
n — 1 die optreden in de exponenten van vergelijkingen (A.4-A.9) dienen vervangen te worden
door 1, hetgeen als resultaat geeft:

c’ " . 3n+1Ho(r", p™
ONose = m/dp’ /dr exp [— T O(kBTp ) . (A.10)

Analoog kan men extra behoudswetten toevoegen — M = 0 is hier maar een voorbeeld van
— waardoor slechts n — 2 codrdinaten en n — 2 impulsen lineair onafhankelijk zullen zijn. Dit
uit zich in vijf é—distributies in de eerste lijn van vergelijking (A.4): één é—distributie die het
behoud van energie uitdrukt, en tweemaal twee d—distributies voor het behoud van massamid-
delpuntssnelheid en totaal impulsmoment. In de afleiding hierboven dient dus n — 1 vervan-
gen te worden door 1 — 2.

De partitiefunctie laat toe om de gemiddelde waarde van een kwantummechanische variabele
A(r",p'") te bepalen. Steunend op het ergodisch principe kan deze tijdsgemiddelde waarde
A berekend worden als de uitgemiddelde waarde van deze grootheid over het gesimuleerd
traject, dat bepaald wordt door de partitiefunctie Qnyse. Dit levert in het geval van de Nosé-
partitiefunctie behorend bij één vectorieel behouden grootheid uit vergelijking (A.9):

A=lim > [ A <R“1(t), Pm_l(”) = <A <R1P_1>> . (A.11)
Nose

T—00 T Jo s(t) s

Deze uitgemiddelde waarde kan op zijn beurt berekend worden, aangezien de waarschijnlijk-
heidsverdeling van de codrdinaten bepaald is door de Nosé-Hamiltoniaan:

J APt [ARTA(RY, P exp [ 2 Bl ]

- L k5T
[dpm=1 [ dR"—1exp [_3(71—L1)+1 ?:lg(RV;ggliqp/nfl)}
L SR [ drAGr, ') exp [ FalR L]
(n—1)! Qo s
- <A (Rnfllp/nﬂ) >(n71)VT _ (A.12)

In deze afleiding werd in de voorlaatste lijn een waarde toegekend aan de constante L, namelijk
L = 3(n — 1) + 1. Dankzij deze keuze komt in de voorlaatste lijn van vergelijking (A.12) inder-
daad de gekende uitdrukking voor de bepaling van het gemiddelde in een kanonisch ensemble
tevoorschijn. Dit toont aan dat het doel van de introductie van de geéxtendeerde Lagrangiaan
uit vergelijking (A.1) vervuld is, en inderdaad leidt tot een kanonische bemonstering van het
originele systeem leidt.

Voor een algemeen systeem, met een gegeven aantal constraints 37, blijven er Ny = 3(n — n,)
vrijheidsgraden over. Indien dan in de Hamiltoniaan van vergelijking (A.2) de constante L =
Nf+1 gekozen wordt, bekomt men:

n

2 2
pi ps
Hose (1", p",5,ps) = 1:21 s + V(") 20 + (Nf+1)kgTIns. (A.13)




APPENDIX A. BEWIJS VAN DE CORRECTHEID VAN DE NOSE-LAGRANGIAAN 130

De bijhorende behouden grootheid, bekomen na transformatie, wordt dan gegeven door:

n 2 2
HNose(r", p"1 8, ps) = Z Pi V(r'") + 5% + (Nf+1)kpTIns. (A.14)
= 2m,; ZQ
Indien deze grootheid gebruikt wordt om de microkanonische partitiefunctie op te stellen, kan
succesvol het gemiddelde van een observabele, afhankelijk van de reéle grootheden, in het
NV T-ensemble berekend worden.

In deze afleiding werd gebruikgemaakt van de reéle variabele p; = p;/s. Hoewel deze transfor-
matie initieel toegepast werd opdat de originele n—deeltjeshamiltoniaan zou herkend worden
na transformatie van de Nosé-Hamiltoniaan, kan er een intuitieve betekenis gegeven worden
aan deze herschaling. Immers, vermits p; volgens vergelijking (3.2.5) evenredig is met de tijds-
afgeleide van r;, en in bovenstaande verondersteld werd dat #; = r/, kan de factor s toegekend
worden aan een herschaling van de tijd. Beschouw namelijk de tijdsherschaling

dt’ = ‘it, (A.15)

samen met de constante variabelen onder deze transformatie:

v =r, s =s. (A.16)

In de definiérende vergelijking van p;, vergelijking (3.2.5), komt een extra factor s> voor ten
opzichte van de formulering in reéle variabelen. Indien de reéle impuls p} zo gedefinieerd

wordt dat in dit verband s? niet meer voorkomt, dan vindt men:
/

dr; dr;
pl—msza—ms@—splﬁpz pl (A.17)

Consistentie vereist dan ook dat de impuls van de thermostaatvariabele op eenzelfde wijze
getransformeerd wordt:

pl = %. (A.18)

In de afleiding voor het bepalen van het gemiddelde van een observabele, werd gewerkt met
een constante virtuele tijdsstap At. In de limiet At — 0 herleidt dit zich tot de continue integraal
uit vergelijking (A.11). Gezien vergelijking (A.15), betekent dit dat de reéle tijdsstap At niet
constant is. In praktische gevallen echter is hetgeen men meet een observabele uitgemiddeld
over de reéle tijd t', gedefinieerd als

lim 7/ dr'A <R” 1t )P_W)> (A.19)

/=0 T/ s(t')

Het is dus belangrijk te weten hoe dit gemiddelde kan bepaald worden, vertrekkende van de
microkanonische bemonstering van de grootheid uit vergelijking (A.3). Uit bovenstaande kan,
gebruikmakende van de definitie uit vergelijking (A.15), de tijdsgemiddelde van de observa-
bele A in reéle tijd bepaald worden als:

Tl/lglo?/ drA <R” Lt )IP':(;(;/)) = Tlllflo T/T/O sc(ltt)A (Rnl(t)' Pr;_(z)(t)>

o1 Todt a1 P
Tl st <R 0w

hm "t
e T Jo s(t)
_ ) a2

(1/s)
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Om dit ensemblegemiddelde te berekenen, dient de waarschijnlijkheidsverdeling van alle coor-
dinaten gekend te zijn, inclusief de thermostaatvariabele s. Dit betekent dat er niet kan gestart
worden van vergelijking (A.9), vermits hier deze veranderlijke al uitgeintegreerd is, en dus een
stap teruggezet dient te worden tot vergelijking (A.8). Het is echter meteen duidelijk dat het
effect van de extra factor 1/s in het integrandum neerkomt op het vervangen van de exponent
3(n —1) door 3(n — 1) — 1 in vergelijkingen (A.8-A.9). Indien dit doorgevoerd wordt in de
volledige bijhorende afleiding levert dit:

(A (R E2) 15)

a7s)
J AP [ dr AR, P exp [ 201 FalR P

[dP=1 [ den—1exp [_ 3(n7L1)+1 ;qo(Rnk;lT,p/H)}

N [ APt [dr"texp [—3(”51) ﬂO(R';{;}P'"—l)}
[dP=1 [ den—1exp [_ 3(n7L1)+1 ;qo(Rnk;T,pmq)}

AP fdr AR P exp | -2 TR (A21)

- [dpm=1 [ dr—lexp [_3(”51) ﬁo(R’;;lfP’”*l)} ’ .

enmet L =3(n—1):
(A(RLE) /) AP [P AR P exp [ Pl L)
(1/s) - (n-1) Quu_nyvr

n—1
= <A (R”l, P >> . (A.22)
5 (n—1)VT

Het dient dus opgemerkt te worden dat de waarde van L athangt van welk tijdsinterval tijdens
de bemonstering constant gehouden wordt.

Men kan dus concluderen dat, voor een systeem bestaande uit n atomen met Ny vrijheidsgra-
den, microkanonisch bemonsteren van de Hamiltoniaan uit vergelijking (A.2) toelaat observa-
belen in het kanonisch NV T-ensemble te berekenen, indien de constante L gedefinieerd wordt
als:

. . . e /.
- { Nf+1, indien bemonsterd met constante reéle tijdsstap At'; (A.23)

Ny, indien bemonsterd met constante virtuele tijdsstap At.



Appendix B

De Maxwell-Boltzmannverdeling voor
de snelheden

Bij de keuze van de initiéle snelheden in een simulatie wordt in dit werk steeds gebruikge-
maakt van een willekeurige bemonstering volgens een gegeven waarschijnlijkheidsdistribu-
tie. Deze distributie geeft de correcte verdeling van de snelheden aan, indien het systeem in
thermisch evenwicht is. Voor het kanonisch en isobaar-isotherm ensemble betekent dit een
systeem in evenwicht met een warmtebad op temperatuur T. In dat geval wordt de Maxwell-
Boltzmanndistributie ¢p teruggevonden, die eenvoudig kan afgeleid worden [39].

Om de waarschijnlijkheidsverdelingen fy, f, en f, van de componenten van de snelheidsvector
v = (vy, Oy, v,) te kennen, moeten drie voor de hand liggende aannames gemaakt worden:

(i)

(ii)

(iii)

De verdeling voor de elk van de snelheidscomponenten is gelijk: f, = f, = f. = f:
er is immers geen reden waarom een van de componenten een bevoorrechte positie zou
hebben, aangezien de temperatuur T een scalaire grootheid is;

De snelheidscomponenten zijn onderling onafhankelijk, en zo—ook hun verdeling: dit is
de belangrijkste aanname, die echter ook in de afleiding van het Lagrange-Hamiltonfor-
malisme terugkomt;

De verdeling van de totale snelheid is enkel afhankelijk van de grootte van de snelheid:
f(vx) f(vy) f(v;)dvydv,do, = ¢ (v,zc + vﬁ + v%) do,do,do,. (B.1)

Dit kan opnieuw intuitief verklaard worden vanuit de observatie dat de temperatuur een
scalaire grootheid is, en dus geen invloed heeft op de richtingsafhankelijkheid van de
snelheid.

Indien vergelijking (B.1) afgeleid wordt naar vy, bekomt men:

dg(v?) ~df(vx)
do? 20, = do, f(oy)f(02). (B.2)

UZ:U§+U§+27§

Het delen van beide zijden door ¢, en met de notatie v> = v2 + v; + 02, komt er dan:

2vx%g"’> _ dﬁ(yvxx) f(vy)f(v2) _ dﬁgf) f(oy)f(0) _ 1 df(on) ©3)
¢(v?) ¢(v?) f(UX)f(Uy)f(UZ) f(ox) doy .
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Na scheiding van veranderlijken wordt deze vergelijking:

df(vy) de(v?)

doy - 02
Touf(or) ~ 9 (B4)

Aangezien het linkerlid van deze vergelijking enkel afhankelijk is van vy, en het rechterlid
enkel van v, terwijl beide onderling onafhankelijk zijn, moeten beide leden gelijk zijn aan een
constante x. Hieruit volgt dan meteen na integratie van het linkerlid:

df(vx)

f?;’;) = 200y = In[f(vy)] = av? + 7 = f(vx) = exp(7y) exp(av?). (B.5)

Nu dient een waarschijnlijkheidsdistributie genormeerd te zijn, en dus:

o]

1= [ floddos=exp(n) [ _explant)do: = Y exp(r), (B.6)
waarbij de laatste vergelijking enkel geldt als « < 0: enkel in dit geval zal de integraal conver-
geren. Met de notatie « = —5% (en 77 > 0), vereist deze normalisatie dus dat exp(7) = 1/ /7.
Dit resulteert dan in de volgende distributie:

f(v)ziex (—n*0%) = ! ex [—v’zc] (B.7)
)= P{=1"0% T Pl 752" :

In de laatste gelijkheid werd de gevonden distributie gelijkgesteld aan een Gaussische distribu-
tie. Hieruit volgt meteen dat de componenten van de snelheid een Gaussische distributie met
gemiddelde 0 en standaardafwijking ¢ = 1/(+/27) volgen.

Nu dient, steunend op de equipartitiewet, elke kwadratische vrijheidsgraad die voorkomt in
de Hamiltoniaan een gemiddelde energie kpT /2 bij te dragen. Voor de kinetische energie in de
x-richting betekent dit dus:

kgT m *
BT = (Ky) = <2mvx> = 2\/;%/_00 do,v2 exp(—1202). (B.8)

Voert men nu een codrdinatentransformatie x = nv, door, dan bekomt men:

kgT _ m * 2 oy __m Nm_om Y L
Z_ZUZ\/E/oodXX exp( X)_2172 T 2 _4172:>17_ 2kpT" (B.9)

Dit betekent dus dat de finale waarschijnlijkheidsdistributie voor elk van de snelheidscompo-
nenten gegeven is door:

m mo?
f(oy) = ’/ZNkBT exp <_2kBT> , (B.10)

hetgeen een Gaussische verdeling voorstelt, gecentreerd rond nul en met een standaardafwij-
king o = v/kgT /m. Voor de grootte van de snelheid volgt dan uit de aanname van onafhanke-
lijke snelheidscomponenten:

o10) = Fef(ef(en) = (goz ) ow (1), B.11)
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Deze distributie geeft dus weer dat de kans dat een deeltje met massa m en in thermisch even-
wicht op een temperatuur T een snelheid bezit met grootte begrepen in [v, v + dv] en richting
begrepen tussen () en () + d() gegeven wordt door:

0?

m
2kgT

3/2
¢(v)?dod Q) = (27T7;€113T> v exp (— ) dodQ. (B.12)

Aangezien in de verdeling ¢ de hoekafhankelijkheid niet expliciet voorkomt, kan deze uitgein-
tegreerd worden. Dit leidt dan finaal tot de Maxwell-Boltzmannverdeling voor de snelheden:

3/2 2
Pmp(v) = /dﬂ¢(v)02 =4rn (ZHTZBT) 0% exp <_2nl::T> . (B.13)

Als laatste kan deze verdeling voor de grootte van de snelheden nog getransformeerd worden
tot een verdeling voor de grootte van de impulsen p = mv. Aangezien behoud van waarschijn-
lijkheid dicteert dat:

¢mp(v)dv = pmp(p)dp = mPump(p)do, (B.14)

vindt men:

3/2
ome(p) = oue(0) _ 47T( ! > p? exp ( i ) : (B.15)




Appendix C

Bijdrage van de celparameters tot de
potentiéle energie

Beschouw een eenheidscel, die beschreven wordt door de vectoren a, b en c. Voor de bepaling
van de Hamiltonvergelijkingen in het iso-enthalpisch—isobaar en het isobaar-isotherm ensem-
ble is het noodzakelijk de invloed van deze celparameters op de potentiéle energie te kennen.
Hiervoor wordt, net zoals in Hoofdstuk 4, de eenheidsceltensor C ingevoerd, gedefinieerd als

ay by ¢y
C=[a b c|=|a b ¢ |. (C.1)
a, b, ¢,

Met deze eenheidscel in de reéle ruimte stemt een eenheidscel in de reciproque ruimte overeen,
waarvan de basisvectoren g,, g, en g. gedefinieerd worden volgens:

#e8v =y, (C2)
waarbij u, v € {a, b, c}. In matrixnotatie wordt dit:
al 1 00
b" | (g g g ]=]010|&eCG=1 (C.3)
0 01

cT

Deze gelijkheid bepaald dan de eenheidsceltensor in de reciproque ruimte:

G=[Ch L (C.4)
De atomen die zich in de eenheidscel bevinden, worden beschreven door de plaatsvector

r; = Sijza + sippb + 5;.C = Cs;. (C.5)

Met behulp van deze expansie kan men de fractionele codrdinaatvector s; invoeren, waarvan
de componenten in het interval [0, 1| gelegen zijn. Inverteren van deze relatie levert

S = C_li"i = GTI"Z'. (C6)

Zij nu V de potentiéle energie van de atomen gelegen in de eenheidscel, waarbij ondersteld
wordt dat er geen externe potentiaal aanwezig is (en dus evenmin een externe kracht inwerkt

135
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op het systeem). In dat geval hangt deze potentiéle energie enkel af van de relatieve positie
van de atomen, en kan ze dus geschreven worden als:

V=V ({rj-r), (C7)

waarbij in het argument minstens één der positievectoren in de eenheidscel moet gelegen zijn.
In het bijzonder kan dus r; gekozen worden zo dat deze in de referentiecel gelegen is, terwijl
r} willekeurig is. Opdat deze laatste vector ook in de referentiecel zou gelegen zijn, kan een
translatie uitgevoerd worden over een vector R,. Deze vector transleert het punt r; tot een
nieuw punt r; = r — R, waarbij de translatie over een geheel aantal basisvectoren a,b en ¢

geschiedt:
R, = Cn, (C.8)

en de componenten van n gehele getallen zijn. Dit laat toe de potentiéle energie te herschrijven
tot:

V=" ({din},;,) (C.9)
waarbij
dijn =1 —1i + Ry, (C.10)

en zowel r; als r; in de referentiecel gelegen zijn. Met deze notatie kan nu de afgeleide van deze
potentiéle energie naar de celparameters bepaald worden:

oV dV adijn K

Cu L Zzadw acy;

Kk=x,y,z2i<'j n

= Z Zzad r]K_ri,K+Rn,K)

Kk=x,y,z2i<'j n l]”K

- Z Z Z Z ad (CipSj,p — Crpsip + CroMp)

K=xy,z p=XY,2i<'j n l]”"

2%
= 2 2 W(Sj,v —Siy+ny)

i<'jn yn,p

= Z Z Z od 7’] x — Vig T Rn,K)GKv- (C.11)

k=xy,zi<'j n ’]”P

Hierbij werd in de overgang naar de derde lijn gebruikgemaakt van vergelijkingen (C.5) en
(C.8), waarna in de laatste lijn de inverse beweging toegepast werd. Het symbool <’ wijst
erop dat i kleiner dan of gelijk aan j dient te zijn, tenzij n = 0, en beide gerestringeerd zijn
tot de atomen in de beschouwde eenheidscel. In het geval # = 0 mogen i en j bovendien niet
samenvallen (een deeltje wordt immers niet beinvloed door zijn eigen opgewekte potentiaal).
Met de definitie van de interne viriaaltensor via zijn componenten [50]:

— 2%
Sk = Z Z(”ju Tip + Ry ;4) EY (C.12)
i<'j n ijn,x
kan vergelijking (C.11) vereenvoudigd worden tot:

oV oV

— ==&TgG. .
o > G (C.13)

= Y EqGw=[E"Gl. =

K=X,Y,2
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Men kan zich de vraag stellen wat er wijzigt indien een symmetrische uitrekking van de een-
heidscel beschouwd wordt, zo dat

v 1/3
C—<VO> Co. (C.14)

In dat geval is de dynamica van de eenheidscel bevat in één variabele V (in plaats van negen),
waarbij:

oC 11 1 1

o _ 1 — . cC 1
vV~ 3ylAVYs 0= 3y ¢ (C.15)

De afgeleide naar de verschillende celparameters herleidt zich dan tot een scalaire afleiding;:

v vV 9Cu
v - L L 9Cyy OV

U=X,Y,Z V=X,Y,Z

1 —
- LT ¥ T 546uca

U=X,Y,Z V=X,l),Z K=X,,Z

1 _ _
S T DD Sl i-WC e

H=X,Y,2 V=X,Y,2 K=X,Y,Z

1
-,k
_ los (C.16)
- 3V o o .

[x]

Hp

Zoals in Hoofdstuk 4 uitgelegd, verzekert de overgang van de celtensor C = NCj naar de
tensor N voor de modulaire invariantie van de Lagrangiaan. In dat geval geldt er:

r; = NCps; = N_lri = Cys;. (C17)

Voor de afgeleiden naar deze nieuwe tensor vindt men, gebruikmakende van vergelijking
(C17):

oy 9V Mijnx
N, :Zy Z;]; 37y DNy
2% 0
= = (rjx —rix + R
K—;ym;j; Idijn,x N, (e T+ R
oV 0
= = 22— (NaCo oS0 — NiaConpSi + NiaCo o)

aV
= Z Z Z adi (CO/VPSJ,P - CO,VpSi,p + CO,vpnp)

p=xyzi<'j n OHijnpu

aV _
= Z Zzadi(rj,x _ri,K+Rn,K)[N 1]1/1{

k=xy,zi</j n O¥ijnp

= Y EqN (C.18)

K=X,Y,z

Aldus vindt men voor de afgeleide van de potentiéle energie naar deze genormaliseerde cel-
tensor:
oV

— =zTIN"1T. .
N IN™] (C.19)
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